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1 Algèbre Linéaire

1.1 Espaces vectoriels

Exercice 1 Un cercle dans le plan peut-il être un sous-espace vectoriel de
R2 ?

Exercice 2 Un espace vectoriel sur un corps infini (p.ex. R ou C) n’est
jamais union finie de sous-espaces vectoriels stricts. Une autre version qui
utilise le théorème de Baire est : un espace de Banach n’est jamais union
dénombrable de sous-espaces vectoriels fermés stricts.

Exercice 3 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u P EndpEq.
Trouver une CNS sur u pour qu’il existe v P EndpEq tel que uv “ 0 et u` v

est inversible.

La théorie abstraite des e.v. peut avoir des conséquences inattendues.

Exercice 4 a) Soient K Ă R un Q-espace vectoriel de dimension finie.
Démontrer que si a, b P K, a{b R Q, il existe ϕ : K Ñ R additive (ϕpx` yq “
ϕpxq ` ϕpyq) telle que ϕpaq “ 1 “ ´ϕpbq.
b) Démontrer que si pour tout px1, x2, y1, y2q P K on définit

µ

ˆ
rx1, x2s ˆ ry1, y2s

˙
“ ϕpx2 ´ x1qϕpy2 ´ y1q

alors, pour tous xi,k, yi,k, i “ 1, 2, k “ 0, 1, . . . , n dans K vérifiant

rx1,0, x2,0s ˆ ry1,0, y2,0s “
nď

k“1

ˆ
rx1,k, x2,ks ˆ ry1,k, y2,ks

˙
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on a

µ

ˆ
rx1,0, x2,0s ˆ ry1,0, y2,0s

˙
“

nÿ

k“1

µ

ˆ
rx1,k, x2,ks ˆ ry1,k, y2,ks

˙
.

c) En déduire que s’il existe une partition d’un rectangle de côtés a, b en
carrés alors a{b P Q.

d) Démontrer que s’il existe une partition d’un carré de côté 1 en carrés,
alors ces carrés sont de côtés rationnels.

1.2 Théorie de la dimension

– Familles libres, liées. Rang. Bases.
– Toutes les bases ont le même nombre d’éléments : la dimension.
– On peut compléter une famille libre en une base.
– Algorithme du pivot de Gauss. Interprétation matricielle des opérations
élémentaires.

1.2.1 Conséquences du pivot de Gauss

– SLnpKq est engendré par les transvections (matrices I ` λEij où Eij

est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient i, j
qui vaut 1) et GLnpKq par les transvections et les dilatations.

– Théorème de structure des applications de rang r. Si A P Mn,mpKq
est de rang r, si et seulement si, il existe Q P GLmpKq, P P GLnpKq
inversibles, produits de matrices élémentaires, tq.

A “ PJrQ, où Jr “
ˆ
Ir 0m´r

0n´r 0n´r,m´r

˙

– Décomposition PLU : Toute matrice A P MnpKq s’écrit sous la forme
A “ PLU où P est une matrice de permutation, L est triangulaire
inférieure avec des 1 sur la diagonale et U est triangulaire supérieure.
Si tous les mineurs principaux de A sont non nuls on peut choisir P “ I

et le décomposition LU est unique.

1.2.2 Dimension et rang

– dimpF ` Gq “ dimF ` dimG ´ dimpF X Gq.
– Dimension et exemples de bases (bases échelonnées) de l’e.v. RnrXs des
polynômes de degrés ď n.
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– Si f : E Ñ F est une application linéaire,

dimE “ rangpfq ` dimker f

(on a l’isomorphisme f̄ : E{ ker f Ñ Imf).
– Conséquence : si dimE “ dimF ă 8 et f P LpE, F q f est injective si
et seulement si elle est surjective (donc bijective).

1.2.3 Trace

– Trace. Si f : E Ñ E est un endomorphisme on peut définir sa trace
dans une base B “ pe1, . . . , enq de E de la façon suivante : si A est la
matrice de f dans B

trpfq “ trBpfq “ trpAq “
ÿ

i

Aii.

Le résultat simple mais fondamental (et surprenant finalement) est que
trBpfq ne dépend pas de B.

– Si A,B P MnpKq,

trpABq “ trpBAq, et trptAq “ trpAq.

– Projection linéaire : p ˝ p “ p. De façon équivalente E “ ker p ‘ Imp
et p |Imp “ idImp. Pour un projecteur

trppq “ rangppq.

Exercice 5 Toute application linéaire de rang r est somme de r applications
linéaires de rang 1. Une application de rang 1 est un projecteur (p2 “ p) et
est de la forme ppxq “ ϕpxqv où v P E, ϕ P E˚ (E˚ est le dual de E càd
l’ensemble des formes linéaires ϕ : E Ñ K). Quand E est muni d’un produit
scalaire ϕpxq est de la forme ϕpxq “ xx, wy, w P E).

Exercice 6 Soir ϕ : MnpKq Ñ K une forme linéaire. Montrer qu’il existe
A P MnpKq telle que

@ M P MnpKq, ϕpMq “ trpAMq.

Exercice 7 Démontrer que pour tout polynôme P P RnrXs, il existe un
polynôme Q P Rn`1rXs tel que

P pXq “ QpX ` 1q ´ QpXq.
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Exercice 8 Soient p1, . . . , pk des projecteurs (non nuls) dans MnpRq.
Démontrer que si p1 ` ¨ ¨ ¨ ` pk “ id alors pour tous 1 ď i, j ď n on a
pipj “ pjpi. [Démontrer que Rn est la somme directe des Imppiq (on pensera
à utiliser le fait que le rang d’un projecteur est égal à sa trace).]

1.3 Déterminants

1.3.1 Définitions et propriétés

– Formes n-linéaires alternées : sur Kn, elles sont toutes colinéaires (e.v.
de dimension 1).

– Si B “ pe1, . . . , enq est une base il existe une forme n-linéaire al-
ternée qui prend la valeur 1 au point pe1, . . . , enq. Cette Fn-LA est
par définition le déterminant dans la base B “ pe1, . . . , enq. Si A est la
matrice dont les colonnes sont les composantes des vecteurs pv1, . . . , vnq
dans la base pe1, . . . , enq on a

detBpv1, . . . , vnq :“ detA “
ÿ

σPSn

ǫpσq
nź

i“1

ai,σpiq.

– Le déterminant est invariant par changement de base.
– Opérations sur les lignes et les colonnes. Développement par rapport
aux lignes ou colonnes.

– detpABq “ detAˆdetB. Interprétation géométrique. On a aussi detptAq “
detpAq.

– Vandermonde (et ses preuves).

1.3.2 Déterminant et exponentielle

– Si A P MnpKq,
detpexpAqq “ expptrpAqq.

Rappels :

exppAq “
8ÿ

k“0

Ak

k!
.

Si A et B commutent (mais sinon, c’est faux) on a exppA ` Bq “
exppAq exppBq.

– On a
detpI ` Hq “ 1 ` trpHq ` O2pHq.
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1.3.3 Déterminant et inversion des matrices

– Mineurs d’une matrice : on appelle mineur ∆ijpAq d’une matrice A P
MnpKq le déterminant de la matrice pn´ 1q ˆ pn´ 1q où on a éliminé
la ligne i et la colonne j de A.

– Si CopAq est la comatrice de A càd la matrice dont le coefficient i, j est
p´1qi`j ˆ ∆ijpAq on a

tCopAq ˆ A “ detpAq ˆ In.

Permet en principe (mais rarement en pratique) le calcul de A´1 si A
est inversible. Connâıtre la formule de A´1 au moins pour n “ 2.

Exercice 9 On considère la matrice n ˆ n de Jacobi : z sur la diagonale
et des 1 sur la sur et sous-diagonale. On note déterminant ∆npzq de cette
matrice.

1) Démontrer que ∆n`1pzq “ z∆npzq ´ ∆n´1pzq.
2) Déterminer les z pour lesquels ∆npzq “ 0. [Voir que ∆npzq est un polynôme
de degré n. Puis calculer en utilisant 1) ∆npeiθq].

Exercice 10 Déterminant de Cauchy. Calculer

det

ˆ
1

ai ` bj

˙

1ďi,jďn

.

1.4 Réduction des endomorphismes

On ne considère que des applications linéaires (resp. matrices) f : E Ñ E

où E est un K ´ ev de dim finie n (resp. A P MnpKq).

1.4.1 Matrices équivalentes, matrices semblables

– Deux matrices A,B (ou endomorphismes) sont équivalentes s’il existe
P,Q P GLnpRq tq

A “ PBQ´1.

Notion qui intervient quand on fait des changements de bases. Inter-
vient aussi dans la forme normale des matrices de rang r.

– Deux matrices A,B (ou endomorphismes) sont semblables (on dit aussi
conjuguées) s’il existe P P GLnpRq tq

B “ PAP´1.
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– Invariance de la trace et du déterminant par conjugaison :

trpPAP´1q “ trpAq, detpPAP´1q “ detA.

– Notion de conjugaison très utile pour itérer (prendre des puissances)
de matrices :

pPAP´1qN “ PANP´1, exppPAP´1q “ P exppAqP´1.

– Remarque sur la conjugaison : Soient h : X Ñ Y une bijection entre
deux ensembles X et Y et f : X Ñ X . La bijection h transporte
l’action de f sur X en une action de h ˝ f ˝h´1 sur Y (faire un dessin).
Un ensemble A Ă X invariant par f est transporté par h en hpAq Ă Y

invariant par h ˝ f ˝ h´1.

1.4.2 Valeur propres, vecteurs propres

Le vecteur u P Knzt0u est vecteur propre de la matrice (ou de l’endomor-
phisme) A P Mpn,Kq ssi il existe λ P K tq Au “ λu.

D u P Knzt0u, Au “ λu, ðñ χApλq :“ detpA ´ λIq “ 0.

– Si K “ R et A P MnpRq admet λ P C pour valeur propre, il existe
F Ă Rn sev de dimension 1 ou 2 qui est A-invariant :

dimF P t1, 2u et AF Ă F.

F est de dimension 1 si λ P R, 2 si λ P CzR.

1.4.3 Polynôme caractéristique, polynôme minimal

– χA P KrXs polynôme caractéristique de A.
– Cayley-Hamilton : χApAq “ 0.
– Ne pas confondre avec le polynôme minimal de A qui est le polynôme
normalisé (i.e. le coefficient du monôme de plus haut degré vaut qui
engendre l’idéal principal annulateur de A :

pµApXqKrXsq “ tP pXq P KrXs, P pAq “ 0.u
– On a toujours µA | χA. Plus précisément : si

χApXq “ p´1qn
rź

i“1

pX ´ λiqci

on a

µApXq “
rź

i“1

pX ´ λiqmi , avec 1 ď mi ď ci.
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Exercice 11 Soient A P MnpRq, λ “ t ` is P C (t, s P R, s ‰ 0), v, w P Rn

tq
Apv ` iwq “ pt` isqpv ` iwq.

Mq (1) F “ Rv‘Rw ; (2) AF Ă F ; (3) la restriction de A à F est semblable
à une matrice de similitude

A |F “ P

ˆ
t ´s
s t

˙
P´1, P P GLpF q.

Exercice 12 (Matrices compagnons.) On considère une matrice telle que
A : e1 Ñ e2 Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ en´1 Ñ en Ñ an´1e1 ` ¨ ¨ ¨ ` a0en. Démontrer qu’on a

p´1qnχApXq “ Xn ´ a1X
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ´ an “ µApXq.

1.4.4 Trigonalisation

Trigonaliser A P MnpKq c’est écrire

A “ PTP´1, P P GLnpKq, T triangulaire supérieure (ou inférieure).

– Si K “ C, toute matrice A P MnpCq est trigonalisable.
– Si A,B P MnpCq commutent i.e. AB “ BA alors elles sont trigonali-
sables dans une même base :

AB “ BA ùñ DP P GLnpRq, PAP´1 et PBP´1 sont triangulaires supérieures.

1.4.5 Diagonalisation

– Une matrice est par définition diagonalisable sur K si elle est semblable
à une matrice diagonale (la conjugaison étant dans K).

– Une matrice n’est pas toujours diagonalisable. Le prototype d’une ma-
trice non diagonalisable est une matrice nilpotente càd une matrice N
pour laquelle il existe p P N˚ vérifiant Np “ 0, Np´1 ‰ 0.

– Une matrice réelle peut ne pas être diagonalisable sur R car toutes ses
vp peuvent ne pas être réelle.

– Une matrice complexe n’est pas nécessairement diagonalisable, mais
l’ensemble des matrices de MnpRq ou MnpCq qui sont diagonalisables
sur C est dense.

– Des matrices diagonalisables qui commutent entre eux deux à deux
peuvent être diagonalisées simultanément.
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– Un critère très utile de diagonalisation est le suivant : Si une matrice
est annulée par un polynôme scindé à racines simples elle est
diagonalisable.

– En conséquence : l’ensemble des matrices diagonalisables est dense dans
Mpn,Cq.

1.4.6 Réduction des endomorphismes

– Le résultat précédent est une conséquence du
Théorème de décomposition des noyaux : Soient P1, . . . , Pr des
polynômes premiers entre eux deux à deux
– On a kerppP1 ¨ ¨ ¨Prqpfqq “ Àr

i“1 kerPipfq p˚q ;
– La projection pi : kerppP1 ¨ ¨ ¨Prqpfqq Ñ kerPipfq relativement à la
décomposition p˚q est la restriction à kerppP1 ¨ ¨ ¨Prqpfqq d’un po-
lynôme en f .

– (En particulier chaque sev kerpPipfqq est f -invariant.)
– Quand on l’applique à µApXq “ śr

i“1pX ´ λiqmi où A P MnpCq on en
déduit le
Théorème de Dunford-Schwartz

#
A “ S ` N, S diagonalisable, N nilpotente, NS “ SN

S et N sont des polynômes en A.

– En fait, le théorème de décomposition des noyaux démontre que l’on
peut conjuguer A à une matrice diagonale par blocs qui contient r blocs
de taille mi, 1 ď i ď r et ces blocs sont de la forme λiIdmi

` Ni où Ni

est nilpotente d’orde mi.
– Il est possible de réduire par conjugaisons les blocs λiImi

` Ni pour
obtenir une forme normale de Jordan.

– Lien avec les suites définies par récurrence linéaire et les équations
différentielles linéaires : cf. Exercice 14

Exercice 13 Soit A P MnpCq telle que A3 “ I. Est-elle diagonalisable ?

Exercice 14

1) Soit pukqkPN une suite vérifiant

@ k, uk “ a1uk´1 ` ¨ ¨ ¨ ` anuk´n.

Mq si on note Uk “ tpuk´n, . . . uk´1q on a

Uk`1 “ ptAqUk
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où A est la matrice de l’exercice 12.

2) Si on note

P pXq “ Xn ´ a1X
n´1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ an “

rź

i“1

pX ´ λiqmi

la suite pukq de la question 1) est de la forme

uk “
rÿ

i“1

λki pipkq

où les pipkq sont des polynômes de degré ď mi ´ 1 en k.

3) Soit u : R Ñ R solution de l’EDO linéaire à coefficients constants upnqptq´
a1u

pn´1ptq ´ ¨ ¨ ¨ ´ anuptq “ 0. Montrer que uptq est de la forme

uptq “
rÿ

i“1

eλitpiptq

où les pi sont des polynômes de degré ď mi ´ 1.

1.5 Facteurs invariants, espaces cycliques

1.6 Matrices symétriques, matrices hermitiennes

1.6.1 Adjoint

– Adjoint d’un endomorphisme pour un produit scalaire :

@ u, v P Rn, xu, fpvqy “ xtfpuq, vy.

Si le produit scalaire est le produit scalaire standard sur Rn (xu, vy “
tuv) et qu’on identifie f à une matrice A alors tf s’identifie à la trans-
posée tA de A.

– Par définition une matrice A P MnpRq est symétrique si tA “ A (pour le
produit scalaire standard sur Rn). L’ensemble des matrices symétriques
est un sev de MnpRq.

– tpABq “ tBtA.
– Toute matrice se décompose de façon unique en somme d’une matrice
symétrique et d’une matrice antisymétrique.
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1.6.2 Théorème spectral (K “ R)

– Théorème spectral : Toute matrice symétrique est diagonali-
sable en base orthonormale.

– Théorème spectral (forme générale) : Toute endomorphisme symétrique
pour un produit scalaire est diagonalisable en base orthonormale (pour
ce produit scalaire).

– Une matrice symétrique est dite positive (resp. définie positive) si pour
tout X P Rnzt0u, le réel tXAX est ě 0 (resp. ą 0).

– Une matrice symétrique définie positive définit un produit scalaire sur
Rn et réciproquement un produit scalaire sur Rn définit une matrice
définie positive :

xu, vyA “ xu,Avy.

1.6.3 Formes quadtratiques (K “ R)

– Plus généralement, il y a une correspondance biunivoque entre les ma-
trices symétriques et les formes quadratiques :

q forme quadratique ÐÑ A matrice symétrique

qpuq “ tuAu.

– Si qApuq “ tuAu est une forme quadratique et P P GLnpRq la forme
quadratique q̃puq “ qApPuq est de la forme

q̃puq “ qApPuq “ qÃpuq, avec Ã “ tPAP.

– Une conséquence du théorème spectral dans sa version générale est la
réduction simultanée des formes quadratiques : Soit A un matrice
définie positive et B une matrice symétrique. Alors, il existe un matrice
P P GLpn,Rq telle que

tPAP “ I et tPBP “ matrice diagonale.

– Comparer le théorème spectral avec leThéorème de Gram-Schmidt.
Si q est un produit scalaire (donc de la forme qA avec A définie posi-
tive), il existe une matrice triangulaire supérieure T telle pTe1, . . . , T enq
soit orthonormale et donc telle que u ÞÑ qApTuq soit le produit scalaire
usuel. Conséquence

tTAT “ I, T TS.

– Une matrice est définie positive si et seulement si tous ses mineurs
(resp. mineurs principaux) sont définis positifs.
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1.6.4 Isométries

– Isométries C’est le groupe des automorphismes linéaires qui préservent
un produit scalaire. On note Opn,Rq le groupe des matrices (vues
comme transformations linéaires) qui préservent le produit scalaire eu-
clidien sur Rn

A P Opn,Rq ðñ @ u P Rn, xAu,Auy “ xu, uy ðñ tAA “ I.

– Deux exemples importants : les symétries orthogonales et les rotations.
– Symétries : σ : Rn Ñ Rn, σ2 “ I. On a (par exemple parce que pX ´
1qpX ` 1q annule σ)

Rn “ kerpσ ´ idq ‘K kerpσ ` idq.

Les symétries orthogonales engendrent Opn,Rq.
– Groupe des rotations : SOpn,Rq “ Opn,Rq X tA, detA “ 1u.
– Forme normale des rotations : Une rotation s’écrit dans une base
orthonormale comme une matrice par blocs dont les blocs sont soit de

taille 1 et réduit à 1, soit de taille 2 et de la forme

ˆ
cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙
où

θ dépend du bloc (matrice de rotation du plan).
– Matrices de Gram.
– Distance euclidienne d’un point à un hyperplan ou un sev.
– Polynômes orthogonaux.

Exercice 15 Une matrice de rotation dans R2n`1 admet une droite inva-
riante.

Exercice 16 Quelle est l’image d’un cercle (resp. sphère) par une application
linéaire de R2 (resp. R3) ?

Exercice 17 Démontrer que la matrice ppi ` j ` 1q´1q1ďi,jďn est définie
positive. [Introduire un produit scalaire dans un espace de fonctions.]

Exercice 18 Toute matrice de A P GLpn,Rq s’écrit sous la forme A “ SU

où S est symétrique et U P SOpn,Rq. En déduire que GLpn,Rq` est connexe.

Exercice 19 Démontrer que le groupe SOpn,Rq, n ě 3 est simple.
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Exercice 20 (Inégalités de Hadamard) Soit A P MnpRq. On note C1, . . . , Cn

les colonnes de A et } ¨ }2 la norme euclidienne dans Rn. Démontrer que

| detpAq| ď
nź

i“1

}Ci}2.
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2 Analyse réelle

2.1 R, Topologie de R

2.1.1 Définition de R et propriétés

– Le corps pQ,`,ˆq, Q “ tp{q, pp, qq P Z ˆ Z˚u est totalement ordonné
et dénombrable. On peut le munir d’une topologie en décrétant qu’un
ouvert non vide de Q est un ensemble contenant un intervalle ouvert
sr, sr, r ă s, r, s P Q. Le corps Q ne permet pas de résoudre x2 “ 2
(Euclide). D’autre part il n’est pas complet : une suite de Cauchy dans
Q ne converge pas nécessairement.

– Suite de Cauchy dans Q : punqnPN telle que pour tout ǫ P Q˚
` il existe

N P N tel que pour tout n,m P rN,8rXN, |un ´ um| ď ǫ.
– Le corps R est le complété de Q : Si pC,`,ˆq est l’anneau de toutes les
suites de Cauchy à valeurs dans Q et N est l’idéal des suites à valeurs
dans Q convergeant vers 0 (pour tout ǫ P Q˚

`, DN P N, @ n ě N ,
|un| ď ǫ), l’anneau quotient C{N est par définition pR,`,ˆq. On peut
voir que c’est un corps. On peut définir une relation d’ordre total sur
R : si x “ punqn mod N , y “ pvnqn mod N on a x ă y si à partir d’un
certain rang un ă vn ´ ǫ pour un certain ǫ ą 0. On peut munir R d’une
topologie en décrétant qu’un ouvert non vide de R est un ensemble
U tel que pour tout x P U il existe un intervalle ouvert sr, sr, r ă s,
r, s P R tel que x Psr, srĂ U . Muni de cette topologie, R est complet :
toute suite de Cauchy converge. Il existe une injection naturelle de Q

dans R (“R contient Q”).

2.1.2 R est archimédien

– Le corps ordonné R (comme Q) est achimédien : si 0 ă x ă y il existe
un unique entier n P N tel que nx ď y ă pn` 1qx.

– Classification des sous-groupes additifs fermés de R.Cette dernière
propriété permet de démontrer qu’un sous-groupe fermé de pR,`q
est soit de la forme aZ, a P R, soit égal à R.

2.1.3 inf, sup, valeur d’adhérence, lim inf, lim sup etc.

– Si A est un sous-ensemble non vide de R on dit que M P R est un
majorant de A si @ x P A, x ď M . Si l’ensemble des majorants de A
est non vide, il admet un plus petit élément (un min) que l’on appelle
supA. (Définition analogue pour inf A).
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– Un ensemble borné A Ă R (i.e. A Ă r´M,Ms) non vide admet toujours
un inf et un sup.

– supA “ s est équivalent aux deux propriétés suivantes : (1) @a P A, a ď
s ; (2) @ ǫ ą 0, rs ´ ǫ, ss X A ‰ H.

– Une suite monotone admet une limite (qui peut être finie ou égale à
˘8). Si par exemple la suite est croissante majorée, cette limite est
finie.

– Si punqn est une suite de réels (disons bornée) la suite

un “ suptup, p ě nu
est décroissante et admet donc une limite

lim sup
n

un “ lim
n
un “ lim

n
suptup, p ě nu.

On a
lim supp´unq “ ´ lim inf un.

Si on autorise ˘8, une suite admet toujours une lim sup et une lim inf.
– Caractérisation de lim sup. On a lim sup un “ α si et seulement si pour
tout α1 ą α

– Il n’y a qu’un nombre fini de termes de la suite à droite de α1

– et : il y a une infinité de termes à gauche de α1.
– Une suite punqn converge si et seulement si

lim sup
n

un “ lim inf
n

un pP Rq

et sa limite est ce nombre.
– Soit punqn une suite bornée. On dit que a P R est une valeur d’adhérence
(point de la suite punq s’il existe une sous-suite unk

qui converge vers
a. Si A est l’ensemble des valeurs d’adhérence :

A “
č

ně0

tuk, k ě nu.

C’est un fermé et on a

lim sup
n

un “ maxA, lim inf
n

un “ minA.

2.1.4 Représentation a-adique

– Une représentation commode des réels sont les développement décimaux
ou dyadiques (triadiques, etc.) :

x “
8ÿ

n“´N

an ˆ 10´n, an P t0, 1, 2, . . . , 9u

14



x “
8ÿ

n“´N

an ˆ 2´n, an P t0, 1u.

La représentation existe toujours mais n’est pas unique si x est un
nombre décimal 10´nm, m P Z) (resp. un nombre dyadique 2´nm,
m P Z) : 0, 999999 ¨ ¨ ¨ “ 1. Dans les autres cas elle est unique.

2.1.5 Topologie

– Les compacts de R sont les fermés bornés. Un compact admet toujours
un max et un min.

– Les connexes de R sont les convexes de R, i.e. les intervalles (fermés
ou pas).

– Si U est un ouvert de R, il a un nombre dénombrable de composantes
connexes.

2.1.6 Suites et séries

– Suites équivalentes. Sommation des équivalences.
– Séries. Convergence absolue, séries alternées, sommation d’Abel (IPP
discrète).

– Produits infinis : pour justifier la convergence avoir en tête (uk petit
ą 0)

nź

k“0

p1 ´ ukq ď
nź

k“0

expp´ukq “ expp´
nÿ

k“0

ukq.

Exercice 21 (Suites sous-additives) Soit punqnPN une suite telle que

@ n,m P N, un`m ď un ` um.

Démontrer que

lim
nÑ8

un

n
“ inf

nPN
un.

Exercice 22 On note txu, la partie fractionnaire de x (càd x auquel on
a soustrait sa partie entière rxs). Démontrer que si α est irrationnel la suite
ptnαuqnPN est dense dans r0, 1s. [Penser aux sous-groupes additifs de R.]

Exercice 23 On définit pour x P r0, 1r, la suite unpxq “ t2nxu. Démontrer
qu’il existe x P r0, 1r pour lequel la suite unpxq est dense dans r0, 1s. [Penser
à la représentation dyadique de x. ]
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Exercice 24 Soit punqnPN la suite définie par

un`1 “ sinpunq, u0 P r0, π{2s.

Démontrer que limn un “ 0.

Exercice 25 1) Soit Un une suite telle que

lim
nÑ8

Un`1 ´ Un “ a ą 0.

Démontrer que Un „ a ˆ n.

2) Soit punqnPN une suite telle que un`1 “ un ´ au2n. Démontrer que si u0 est
suffisamment petit, on a un „ 1{panq. [On montrera que lim un “ 0 puis on
pourra poser Un “ 1{un afin d’utiliser la question 1.]

Exercice 26 Soit punqnPN une suite de nombres réels bornée telle que

lim
nÑ8

pun ` 1

2
u2nq “ 1.

Que dire de punqnPN ?

Exercice 27 1) Soit punqnPN une suite définie dans r0, 1s telle que limnpun`1´
unq “ 0. Montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence de punqnPN est un
intervalle compact.

2) Soit une suite un, définie par un`1 “ fpunq où f : r0, 1s Ñ r0, 1s est
continue et u0 P r0, 1s. Démontrer que si limnpun`1 ´ unq “ 0 alors la suite
un converge.

Exercice 28 Convergence de
ř8

k“1p1{kαq sinp
?
kq pour α “ 0, α “ 1,

α “ 1{2 ´ ǫ.

2.2 Fonctions continues

– Fonctions continue en un point. Une fonction f : X Ñ Y (X et Y deux
espaces topologiques) est continue si elle est continue en tout point de
X .

– Une fonction f : X Ñ Y est continue ssi la préimage de tout ouvert
(resp. fermé) est un ouvert (resp. fermé).
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– Si f : X Ñ Y est continue et X est compact alors fpXq est compact.
Application : une application continue X Ñ R définie sur X compact
atteint son inf et son sup.

– Une conséquence du résultat précédent est qu’une application continue
bijective entre deux compacts est un homéomorphisme (son inverse
pour la composition est aussi continu).

– Si f : X Ñ Y est continue et X est connexe alors fpXq est connexe.
Application : une application continue X Ñ R définie sur X connexe
vérifie le théorème des valeurs intermédiaires.

2.3 Fonctions dérivables

– Définition : fpa` hq “ fpaq ` f 1paqh` ophq.
– Somme, produit, quotient, composition, inverse pour la composition...
– Rolle (connaitre la preuve) : f : ra, bs Ñ R continue, dérivable sur

sa, br. Si fpaq “ fpbq alors, il existe c Psa, br tel que f 1pcq “ 0.
– Penser à itérer Rolle si on a des dérivées supplémentaires. Si f est n-
fois dérivable sur sa, br et f s’annule en n`1 points, alors f pnq d’annule
en un point.

– Théorème des valeurs intermédiaires : f : ra, bs Ñ R continue,
dérivable sur sa, br. Alors, il existe c Psa, br tel que f 1pcq “ pfpbq ´
fpaqq{pb ´ aq.

– Lien avec l’intégration

fpbq ´ fpaq “
ż b

a

f 1ptqdt.

Exercice 29 1) Soient λ1, . . . , λn des nombres complexes distincts deux à
deux. Démontrer que la fonction

fptq “
nÿ

k“1

ck expptλkq

est identiquement nulle si et seulement si c1 “ ¨ ¨ ¨ “ cn “ 0. [Dérivation et
Vandermonde.]

2) Démontrer que si les λ1, . . . , λn sont réels la fonction précédente est nulle
si et seulement si elle s’annule au moins n fois sur R. [Récurrence et Rolle
itéré.]
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2.4 Les formules de Taylor

– Si f : ra, bs Ñ R continue, n fois dérivable sur sa, br alors il existe
c Psa, br tq

fpa`hq “ fpaq`f 1paqh`¨ ¨ ¨`pf pn´1qpaq{pn´1q!qhn´1`pf pnqpcq{n!qhn.

– Taylor-Young : Si f :sa´ ǫ, a` ǫrÑ R est n fois dérivable en a

fpa` hq “ fpaq ` f 1paqh ` ¨ ¨ ¨ ` pf pnqpaq{n!qhn ` ophnq.

– Taylor-Lagrange : Si f est Cn sur ra, bs
ˇ̌
ˇ̌fpa`hq´

ˆ
fpaq`f 1paqh`¨ ¨ ¨`pf pn´1qpaq{pn´1q!qhn´1

˙ˇ̌
ˇ̌ ď psup

ra,bs

|f pnq|qh
n

n!
.

– Taylor-Reste intégral : Si f est Cn sur ra, bs

fpa`hq “ fpaq`f 1paqh`¨ ¨ ¨`f pn´1qpaq
pn ´ 1q! h

n´1`hn
ż 1

0

p1 ´ tqn´1

pn´ 1q! f
pnqpa`thqdt.

– Développements limités : connâıtre ceux de exp, ln, sin, cos, cosh,
sinh, p1 ` xq´1, p1 ` xqα, pα P Rq, tan à l’ordre 3.

@ x Ps´1, 1r, p1`xqα “
8ÿ

k“0

ˆ
α

k

˙
xk où

ˆ
α

k

˙
“ αpα ´ 1q ¨ ¨ ¨ pα ´ k ` 1q

k!
.

Exercice 30 Soit f : R Ñ R une fonction C8 telle que fp0q “ 0. Démontrer
qu’il existe une fonction g : R Ñ R, C8, telle que fpxq “ xgpxq.

Exercice 31 Soit f : R Ñ R une fonction de classe C2 telle que }f}2 :“
supxPR maxj“0,1,2 |f pjqpxq| ă 8. Démontrer que

}f 1}0 ď 2}f}1{2
0 }f 2}1{2

0 .

Exercice 32 Trouver un équivalent de la suite punqnPZ définie dans l’exercice
24. [Faire un DL de sin un et utiliser la méthode de l’exercice 25.]
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2.5 L’intégration

2.5.1 Au sens de Cauchy

– (Au sens de Cauchy) Si f : ra, bs Ñ R est continue la suite

n´1ÿ

k“0

fpa` k

n
pb ´ aqq ˆ b ´ a

n

est de Cauchy et sa limite est l’intégrale
şb
a
fpxqdx.

2.5.2 Au sens de Riemann

– (Au sens de Riemann) : Toute fonction continue par morceaux est
Riemann intégrable (nombre fini de morceaux).

– Intégrale impropre. Exemple :
ş8

0
psin x{xqdx. La fonction sous l’intégrale

n’est pas L1 mais Ipaq :“
şa
0
psin x{xqdx vérifie le critère de Cauchy :

lim
minpa1,a2qÑ8

|Ipa2q ´ Ipa1q| “ 0.

– Reconnâıtre des primitives classiques :
ż

dx

1 ` x2
parctanq,

ż
dx?
1 ´ x2

parcsinq,
ż

dx?
1 ` x2

psinh´1q

Pour les fractions rationnelles penser à une décomposition en éléments
simples.

– Comparaison somme / intégrale (toujours faire un dessin).

2.5.3 Au sens de Lebesgue

– Tribu borélienne BorpRq : la plus petite tribu engendrée par les ou-
verts de R (ou les intervalles).

– Mesure de Lebesgue : l’unique mesure sur BorpRq telle que pour
tout intervalle I Ă R,

µpIq “ longueurpIq.

– Fonctions mesurables : f est mesurable ssi la préimage de tout ouvert
(ou de tout intervalle) est dans la tribu borélienne.

– Intégrale des fonctions étagées f :“ řn
i“1 λi1Ai

(Ai boréliens) :
ş
R
fdµ “řn

i“1 λiµpAiq.
– Pour toute fonction mesurable f positive on peut définir

ş
R
fdµ P

r0,8s. (Rappel sur la convention 8 ` 8 “ 8 ˆ 8 “ 8 et 0 ˆ 8 “ 0).
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– Fonctions intégrables :
ş
R

|f |dµ ă 8. On définit

R Q
ż

R

fdµ “
ż

R

maxpf, 0qdµ´
ż

R

maxp´f, 0qdµ.

– Une fonction intégrable prend des valeurs finies µ-pp.
– Convergence monotone : Si les fn sont positives, mesurables, et fn ď
fn`1

lim

ż

R

fndµ “
ż

R

lim fndµ.

– Convergence dominée : Les fn sont dans L1pR, µq, fn converge sim-
plement vers f µ-pp, il existe g P L1pR, µq tq pour tout n, |fn| ď g et
µ-pp lim fn existe. Alors, f est dans L1 et

lim

ż

R

fndµ “
ż

R

lim fndµ.

– (Lemme de Fatou) : Si les fn sont positives

lim sup

ż

R

fndµ ď
ż

R

plim sup fnqdµ.

– Théorèmes de continuité et de dérivation sous le signe intégral.
– Mesure produit : sur R2 “ R ˆ R on définit BorpR ˆ Rq comme la
plus petite tribu qui contient les rectangles I ˆ J , I, J intervalles de R.
Il existe une unique mesure µ b µ définie sur BorpR ˆ Rq qui vérifie
pour I, J intervalles de R (ou boréliens)

µpI ˆ Jq “ µpIq ˆ µpJq.

– Fubini positif : Si f : R ˆ R Ñ R est mesurable, positive on peut
définir pour µ-pt x P R (resp. y P R), l’application x ÞÑ

ş
R
fpx, yqdµpyq

(resp. y ÞÑ
ş
R
fpx, yqdµpxq), ces applications sont mesurables positives

et
ż

R

fdpµbµq “
ż

R

ˆż

R

pfpx, yqdµpyq
˙
dµpxq “

ż

R

ˆż

R

pfpx, yqdµpxq
˙
dµpyq

– Fubini L1 Si f est de signe quelconque mais f P L1pR ˆ R, µ b
µq la formule précédente reste vraie. En plus, les applications x ÞÑş
R
fpx, yqdµpyq, y ÞÑ

ş
R
fpx, yqdµpxq sont L1 donc finie µ-pp. Pour

vérifier f P L1pR ˆ R, µ b µq on applique Fubini positif à |f |.
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– Changement de variables Soit f : U Ñ Rn, U ouvert de Rn dans
L1pU,Rnq. On suppose qu’il existe un difféomorphisme ϕ : U Ñ V

(d’image V ), px1, . . . , xnq ÞÑ pϕ1px1, . . . , xnq, . . . , ϕnpx1, . . . , xnqq. On a
toutes les fois où cela a un sensż

V

fpvqdµpvq “
ż

U

pf ˝ϕqpuq
ˇ̌
ˇ̌dµpvq
dµpuq

ˇ̌
ˇ̌dµpuq “

ż

U

pf ˝ϕqpuq|Jacpϕq|dµpuq

où Jpuq “ detDϕpuq est le jacobien (le déterminant de l’endomor-
phisme h ÞÑ Dϕpuq ¨ h ou encore de la matrice pBϕi{Bxjq1ďi,jďn).

2.5.4 Quelques réflexes à avoir

– Réflexes à avoir (p.ex. cas f : R Ñ R)
– Faire un dessin.
– Intégration par parties
– Fubini
– Changement de variables
– Convergence dominée
– Dérivations par rapport à un paramètre (couplé en général à IPP).
– (pour des inégalités) Cauchy-Schwartz.
– Convexité.

Exercice 33 Soit f : r0, 1s Ñ r0, 1s une fonction continue strictement
croissante telle que fp0q “ 0, fp1q “ 1 et f´1 son inverse pour la composition.
Démontrer que

1 “
ż 1

0

fpxqdx`
ż 1

0

f´1pyqdy.

[Faire un dessin.]

Exercice 34 1) Montrer que l’intégrale impropre
ş8

0
psin x{xqdx converge.

2) Calculer sa valeur. [On introduira pour t ą 0, Iptq “
ş8

0
e´xt sinx

x
dx que

l’on dérivera.]

Exercice 35 Montrer que l’on peut établir l’égalité

π2

6
“

8ÿ

n“1

1

n2

en considérant l’intégrale double
ż

r0,1s2

dxdy

1 ´ xy
.
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Exercice 36 Soit f P C2ps0,8r,Rq vérifiant fp0qf 1p0q “ 0 et telle que les
intégrales

ş8

0
f 2 et

ş8

0
pf 2q2 convergent. Démontrer que

ş8

0
pf 1q2 converge et

que }f 1}22 ď }f}2}f 2}2. [IPP, Cauchy-Schwarz]

Exercice 37 Soient a ą 0 et f : R Ñ R continue telle que
ş
R
f 2ptqdt ă 8.

Démonter qu’il existe une unique solution y : R Ñ R, continue telle queş
R
y2ptqdt ă 8 à l’équation y1ptq ´ ayptq “ fptq. [La formule de variation de

la constante montre que yptq “ ´eat
ş8

t
e´asfpsqds ; il s’agit de montrer que

cette expression définit bien une fonction L2.]

Exercice 38 1) Trouver un équivalent de
ş8

´8
e´tu2{2du quand t tend vers

l’infini.

2) Même question pour
şπ{2

´π{2
e´t cos xdx.

2.6 Convexité

– Une fonction f : R Ñ R est convexe si

@ x, y P R, @t P r0, 1s, fptx ` p1 ´ tqyq ď tfpxq ` p1 ´ tqfpyq.

– Une fonction convexe est toujours continue.
– Si f est dérivable par morceaux, la convexité est équivalente à la crois-
sance de x ÞÑ f 1pxq.

– Si f est convexe dérivable alors pour x ď z ď y, le graphe de f est
toujours au dessous de la corde rpx, fpxqq, py, fpyqqs et en dessous de la
tangente passant par pz, fpzqq.

– Si f est deux fois dérivable la convexité est équivalente à f 2 ě 0. Utile
quand on couple à un DL à l’ordre 2 en un point où la dérivée s’annule.

– Quand on veut utiliser la convexité (pour des inégalités p.ex.) toujours
faire un dessin ! Ce que l’on voit est pratiquement toujours vrai.

– Applications : comparaison des moyennes arithmétique, géométrique
et harmonique. Des inégalités de la forme p2{πqx ď sin x ď x pour
x P r0, π{2s ou xy ď pxa{aq ` pxb{bq (a ` b “ 1, a, b ě 0) etc.

– Mêmes résultats en dimension plus grande (fonctions Rn Ñ R).

Exercice 39 Démontrer que si un polynôme réel Q n’a que des zéros réels
alors la fonction ´ ln |Q| est convexe. En déduire que pour tout x P R,
Qpxq2Qpxq ď pQ1pxqq2 .
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Exercice 40 Existe-t-il une fonction f : R Ñ R de classe C2 telle que pour
tout x P R

1 ` 1

1 ` |x| pfpxqf 1pxqq2 ` f 2pxq “ 0 ?

23



3 Espaces fonctionnels

– Cadre général : Banach vs. Hilbert.
– Les sev ne sont intéressants que s’ils sont fermés et les applications
linéaires que si elles sont continues.

3.1 Banach

3.1.1 Espaces Fonctionnels

– Les espaces de fonctions Ck, k P N (ou k P R`). Si U est un ouvert
de Rn on note CkpUq l’ensemble des fonctions k-fois dérivables dont la
dérivée k-ième est continue et pour avoir une norme on suppose que

}f}CkpUq :“ max
0ďlďk

sup
xPU

|Dlfpxq| ă 8.

– Rappel sur Dlf . Si f : U Ñ R (ou f : U Ñ Rd), Dlfpxq est une
forme (ou application) n-linéaire symétrique Rn Ñ R (ou Rn Ñ Rd),
ph1, . . . , hnq ÞÑ Dlfpxq¨ph1, . . . , hnq. Cf. Rappels sur le calcul différentiel.

– L’espace CkpUq muni de }¨}CkpUq est un espace de Banach. A rapprocher
du fait que si fn est une suite de fonctions dérivables qui converge
uniformément ainsi que ses dérivées alors la limite simple des fn est
continue et dérivable.

– Les espaces de fonctions Lp, p P r1,8s :

LppUq “ tf : U Ñ R, mesurable,

ż

U

|f |pdx ă 8u, }f}LppUq “ p
ż

U

|f |pdxq1{p.

Si p ě 1, muni de cette norme c’est un espace de Banach.
– Connâıtre les inégalités de Minkowski (} ¨ }Lp est une norme) et les
inégalités de Hölder.

– Si fn converge vers f dans Lp, il existe une sous-suite nk telle que fnk
pxq

converge vers fpxq pour µ-pt x.
– Les espaces de suites lp, p P r1,8s : lppZq “ tpunqnPZ,

ř
nPZ |u|p ă

8u.

3.1.2 Convolution et régularisation

– L1pRq (ou l1pZq) peut-être muni d’un produit de convolution qui
est commutatif et associatif.

f ˚ gpxq “
ż

R

fpx´ yqgpyqdy “ g ˚ fpxq ppu ˚ vqn “
ÿ

nPZ

ukvn´kq

}f ˚ g}L1 ď }f}L1}g}L1 p}u ˚ v}l1 ď }u}l1}v}l1q.
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Le produit de convolution dans l1pZq admet un élément neutre, la suite
n ÞÑ δpnq qui vaut 1 en n “ 0 et 0 partout ailleurs (fonction δ de
Dirac dans le cas l1pZq). En revanche, l’élément neutre pour le produit
de convolution dans L1pRq est la distribution δ de Dirac qui est une
mesure mais n’est pas une fonction dans L1.

– L’opération de convolution est commutative, associative et commutent
avec la dérivation : toutes les fois où cela a un sens

Bpf ˚ gq “ pBfq ˚ g “ f ˚ pBgq.
– Les espaces Ckpr0, 1sq (k P N) et Lppr0, 1sq (p ě 1) sont séparables, càd
admettent un sous-espace dense engendré par un ensemble dénombrable,
par exemple l’espace des fonctions polynomiales. Ce n’est pas le cas de
L8pr0, 1sq.

3.1.3 Approximation de l’identité

– Si f P L1pRq et χ est C8 à support compact la fonction χ ˚ f est C8.
– Approximation de l’identité. Soit χ une fonction C8, positive, à
support compact et telle que

ż

R

χpxqdx “ 1.

On pose pour ǫ ą 0

χǫpxq “ 1

ǫ
χpx{ǫq.

Les fonction χǫ ˚ f sont C8 et :
– Si f est L1, χǫ ˚ f converge vers f en norme L1 quand ǫ Ñ 0.
– Si f est continue en plus d’être L1, χǫ ˚f converge uniformément vers
f sur tout compact.

Voir exercice 42 pour une version sur le cercle R{Z.

3.1.4 Théorèmes de densité des polynômes dans C0pKq.
– Théorème de Stone-Weirestrass : Une algèbre de fonctions continues
sur un compact K contenant 1, stable par conjugaison complexe et
qui sépare les points est dense dans C0pKq. En particulier, toute
fonction continue sur ra, bs (resp. toute fonction continue 1-périodique)
peut-être approchée uniformément par des polynômes (resp. polynômes
trigonométriques).

– Les polynômes deBernstein donne une approximation explicite Bnpfqpxq “řn

k“0

`
n

k

˘
fpk{nqxkp1 ´ xqn´k converge uniformément vers f sur r0, 1s.

– Les sommes de Féjer (exercice 42).
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3.1.5 Théorèmes généraux des espaces de Banach

– Théorème de Baire (vrai dans les espaces complets ou compacts)
– Théorème de Banach-Steinhaus
– Théorème de l’application ouverte ou théorème du graphe fermé.
– Remarque : le théorème de Hahn-Banach (très utile pour démontrer
des résultats de densité) est vrai dans le cadre des espaces vectoriels
normés (pas forcément Banach).

3.2 Espaces de Hilbert

– L2pRq, l2pRq. Dans le cadre des séries de Fourier L2pR{Zq qui est
l’espace des fonctions L2, f : R Ñ R qui sont 1-périodiques càd
fpx` 1q “ fpxq, Lebesgue-pp.

– Cauchy-Schwarz
– Le théorème de projection orthogonale : si F Ă E (E Hilbert) SEV
fermé alors il existe P : E Ñ F projection orthogonale }P }op ď 1.

– Riesz-Fisher : si Λ : E Ñ R est une forme linéaire continue, il existe
v P E tq pour tout u P E, Λu “ xv, uy.

– Si T : E Ñ E linéaire continue, ker T ˚ “ pImT qK (xu, Tvy “ xT ˚u, vy).

Exercice 41 Soit f : r0, 1s Ñ R continue. Démontrer que

lim
pÑ8

ˆż 1

0

|fpxq|pdx
˙1{p

“ sup
xPr0,1s

|fpxq|.
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4 Analyse de Fourier

Référence : Le cours de F.Golse à l’adresse

http ://www.cmls.polytechnique.fr/perso/golse/MAT431-10/POLY431.pdf.

4.1 Séries de Fourier

On note L2pR{Zq l’espace des fonctions f : R Ñ R qui vérifient fp¨`1q “
fp¨q et qui sont L2.

[De façon équivalente ce sont les fonctions f : R{Z Ñ R qui sont L2 pour la
mesure de Haar sur le groupe topologique pR{Z,`q. ]
Si f P L2pR{Zq on définit pour n P Z

f̂pnq “
ż 1

0

fpxqe´2πinxdx “
ż

R{Z

fpxqe´2πinxdx.

4.1.1 Convergence L2 (Parseval-Bessel)

– Les fonctions px ÞÑ e2πinxqnPZ forment un système complet orthor-

normal dans L2pR{Zq (le produit hermitien est xf, gy “
ş1
0
f̄pxqgpxqdx).

– La suite de fonctions
řN2

n“´N1
f̂pnqe2πinx converge dans L2pR{Zq vers f

quand minpN1, N2q Ñ 8 :

ÿ

nPZ

f̂pnqe2πinx “
L2

fpxq.

– Parseval-Bessel : Isométrie L2 ÐÑ l2 :

}f}L2 “
ˆż 1

0

|fpxq|2dx
˙1{2

“
ÿ

nPZ

|f̂pnq|2 “ }f̂}l2.

– Quand on parle de séries de Fourier on fait en général allusion aux
séries où la sommation est symétrique

SNpfqpxq “
Nÿ

´N

f̂pkqe2πikx.

(Pour le théorème de convergence en norme L2 cela n’a pas d’impor-
tance).
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4.1.2 Autour de la convergence simple

– La convergence presque partout (et pas seulement L2) des séries de
Fourier d’une fonction L2 est vraie mais est un théorème difficile de
Carleson.

– Il y a plusieurs critère de convergence simple des séries de Fourier.
Le plus simple est le suivant : si f est 1-périodique et de classe C1 alors
pour tout x, fpxq est égale à limNÑ8

řN

n“´N f̂pnqe2πinx.
– Critère de convergence simple Dirichlet. Si f est dérivable par mor-
ceaux et admet en x0 des limites à droites et à gauche

SNpfqpxq “
Nÿ

k“´N

f̂pkqe2πikx ÝÑ
NÑ8

1

2
pfpx`

0 q ` fpx´
0 qq.

[La preuve se fait par convolution avec le noyau de Dirichlet Dnpxq “
psinp2πxpN ` 1{2qqq{psinp2πxqq.]

– Les moyennes de Fejér

1

N

Nÿ

n“1

nÿ

k“´n

e2πikxf̂pkq

convergent uniformément vers f si f est continue. [La preuve se fait
par convolution avec le noyau de Fejér p1{Nq řN

n“1Dnpxq cf. Exercice
42.]

– La régularité d’une fonction périodique se lit sur la vitesse de décroissance
de ses coefficients de Fourier (faire une IPP) : si Bf “ f 1

yBkfpnq “ p2πiqkf̂pnq

et en utilisant Parseval-Bessel

f P Ck
1´per ùñ |f̂pnq| ď }f}Ck ˆ |n|´k

4.2 Transformée de Fourier

Si f P L1pRq on peut définir

f̂pξq “ Ffpξq “
ż

R

fpxqe´ixξdx.

– On pose parfois F̌pfqpξq “ Fpfqp´ξq “
ş
R
fpxqeixξdx. Formellement

pour le produit hermitien xf, gy “
ş
R
f̄pxqgpxqdx

xf,Fgy “ xF̌f, gy ùñ F˚ “ F̌ .
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– f̂p0q “
ş
R
f .

– f̂ est continue et tend vers 0 en ˘8.
– Si f est dans la classe de Schwartz S (f est C8, f et ses dérivées
tendent vers 0 en l’infini plus rapidement que tout polynôme) il en est
de même de f̂ .

4.2.1 Inversion de Fourier

– Inversion de Fourier : si f P S

fpxq “ 1

2π

ż

R

f̂pξqeixξdξ. pF´1 “ 1

2π
F̌ “ 1

2π
F˚q.

– Si f P S

}f̂}L2 “ p2πq1{2}f}L2.

– Comme S est dense dans L2pRq on peut prolonger F à L2pRq :F est
(à un facteur 2π près) une isométrie inversible de L2pRq :

F˚F “ FF˚ “ 2π ˆ id.

Attention si f P L2, la façon dont est définie Fpfq est abstraite (obtenue
par limite L2).

4.2.2 L2 X L1

– Invariance de L2 X L1 par Fourier. Si f P L2 X L1 alors
– f̂ P L2 X L1 ;
– la formule d’inversion est vraie ;
– l’identité L2 est vraie.
L’intérêt de cet espace est que l’on a affaire à de vraies fonctions.

4.2.3 Dualité convolution / différentiation

– Fourier et convolution :

Fpf ˚ gq “ Fpfq ˆ Fpgq.

– Fourier et dérivation : IPP, dérivation sous
ş

FpBkfqpξq “ piξqkFpfqpξq, BkpFfqpxq “ p´ixqkFpfqpxq
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4.3 Fourier et distributions

4.3.1 Distributions tempérées

– Distributions tempérées. Ce sont les distributions qui sont dans le
dual de la classe de Schwartz, S. On note leur espace S 1. Comme
pour les distributions, on ne peut pas multiplier deux distributions
tempérées.
– On peut en revanche multiplier une distribution tempérée par une
fonction C8 dont la croissance ainsi que celle de ses dérivées
est au plus polynomiale.

– On peut aussi définir la convolution d’une distribution tempérée
avec une fonction de la classe de Schwartz (on obtient alors une
fonction C8).

– On peut plus généralement définir la convolution d’une distribution
tempérée avec distribution à support compact. Une distribution
à support compact est une distribution qui agit sur les fonctions tests
C8pRq (et pas seulement C8

c pRq). Des exemples typiques sont les me-
sures de Dirac et leurs dérivées. On note E 1 l’espace des distributions
à support compact.

– La transformée de Fourier est bien définie dans l’espace des distri-
butions tempérées par dualité :

xFT, ϕy “ xT, ϕ̂y, T P S 1, ϕ P S.

– Cette définition étend la définition de la transformée de Fourier dans
L2 :

Ff “
D1

f̂ , pour f P L2.

– Les formules d’inversion de Fourier, de convolution (commutativité,
associativité) et de dérivation sont vraies toutes le fois où elles ont
un sens.

– La transformée de Fourier d’une distribution S à support compact
est la fonction C8 à croissance polynomiale (ains que toutes ses
dérivées)

C8pRq Q FSpξq “ xS, e´ixξy.
– La formule FpT ˚ Sq “ FT ˆ FS a donc bien un sens.

4.3.2 Approximation de l’identité

Si g P SpRq,
ş
R
g “ 1, g ą 0 on pose pour ǫ ą 0

gǫpxq “ 1

ǫ
gpx{ǫq ;

ż

R

gǫ “ 1.
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On a
Fpgǫqpξq “ gpǫξq.

Au sens des distributions

gǫ
D1

ÝÑ
ǫÑ0

δ0, gpǫ¨q D1

ÝÑ
ǫÑ0

1

donc, comme F est continue dans l’espace des distributions tempérées,

Fpδ0q “ 1 pdonc F1 “ 2πδ0q.

– Fourier et gaussiennes :
– Si a ą 0 et gapxq “ e´ax2{2 on a

Fpgaq “
ˆ
2π

a

˙1{2

g1{a ppropriété modulaire a ÐÑ 1{aq.

– Si on prend

χpxq “ 1?
2π
e´x2{2 ÝÑ Fpχqpξq “

?
2π ˆ χpξq “ e´ξ2{2.

– La suite

χǫpxq :“ p1{ǫqχpx{ǫq “ 1?
2πǫ2

e´x2{p2ǫ2q

est une approximation de l’identité :

1?
2πǫ2

e´x2{p2ǫ2q “ χǫ
D1

ÝÑ
ǫÑ0

δ0 et e´ǫ2ξ2 “ Fpχǫq “ p2πq1{2χ1{ǫ
D1

ÝÑ
ǫÑ0

1.

4.3.3 Valeur principale.

La distribution vpp1{xq définie par

xvpp1{xq, ϕy “ lim
ǫÑ0

ż

R´r´ǫ,ǫs

pϕpxq{xqdx

est tempérée et vérifie
xvpp1{xq “ 1.

Voir l’exercice 45 pour le calcul de la transformée de Fourier de vp.

4.3.4 Fourier et EDP

Voir l’exercice 46.
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4.4 Lien entre séries de Fourier et transformée de Fou-
rier

– Ce lien est donné par la formule sommatoire de Poisson. : on a
dans S 1

F

ˆÿ

kPZ

δk

˙
“ 2π

ÿ

kPZ

δ2kπ

– En particulier, si ϕ P S on a
ÿ

kPZ

ϕ̂pkq “ 2π
ÿ

kPZ

ϕp2πkq.

Exercice 42 Approximation de l’identité sur R{Z.
1) On définit pour N P N˚ le noyau de Fejér

χN pxq “
ˇ̌
ˇ̌ 1

N1{2

N´1ÿ

n“0

e2πikx
ˇ̌
ˇ̌
2

“ 1

N

ˆ
sinp2πpNx{2qq
sinp2πpx{2qq

˙2

Démontrer que ż

R{Z

χN pxqdx “ 1

et

@ δ ą 0, lim
NÑ8

ż

pRzr´δ,δsq{Z

χN pxqdx “ 0.

2) Soit f : R{Z Ñ R une fonction continue. On pose

FN pxq “
ż

R{Z

fpx´ yqχNpyqdy “
ż

R{Z

fpyqχNpx´ yqdy

Démontrer que FN est un polynôme trigonométrique de la forme

FNpxq “
N´1ÿ

k“´pN´1q

ake
2πikx.

3) Démontrer que Fn converge uniformément vers f quand N Ñ 8.

Exercice 43 On admet qu’il existe une constant C ą 0 telle que pour tout
pp, qq P Z ˆ Z˚

|
?
2 ´ p

q
| ě C

|q|2 .
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Soit f : R Ñ R une fonction 1-périodique de classe C8 telle que
ş1
0
fptqdt “ 0.

Démontrer que l’équation gp¨ `
?
2q ´ gp¨q “ fp¨q admet une unique solution

1-périodique et C8.

Exercice 44 [Problème de Dirichlet sur le demi-plan] On note

gpxq “ 1

π

1

1 ` x2

et pour y ą 0

gypxq “ 1

y
gpx{yq.

Soit f : R Ñ R une fonction continue à support compact et pour px, yq P
Rˆs0,8r

F px, yq “ pgy ˚ fqpxq “ 1

π

ż

R

yfptqdt
px ´ tq2 ` y2

“ Im
1

π

ż

R

fptqdt
px` iy ´ tq .

1) Démontrer que pour px, yq P Rˆs0,8r

p B2

Bx2 ` B2

By2 qF px, yq “ 0.

2) Démontrer que F admet un prolongement continu sur R ˆ r0,8r et que
pour tout x P R, F px, 0q “ fpxq.

Exercice 45 Calculer Fpvpp1{xqq.
[Comme xvpp1{xq “ 1 on a 2πδ0 “ Fp1q “ Fpxvpp1{xqq “ iBFpvpp1{xqq

et donc Fpvpp1{xqq “ ´2πi1R`
` C. Pour déterminer C on observe que

vpp1{xq est impaire et donc sa transformée de Fourier aussi.]

Exercice 46 On note pour f : R2 Ñ R de classe C2, ∆fpx, yq “ pB2{Bx2 `
B2{By2qfpx, yq.
1) Démontrer qu’il existe une distribution tempérée T telle que

pI ´ ∆qT “ δ0.

2) Démontrer que T est en fait une fonction de L2.

3) Démontrer que si f : R2 Ñ R est C8 à support compact la distribution
T ˚ f est en fait une fonction de classe C8 et vérifie

pI ´ ∆qpT ˚ fq “ f.
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4) Soit f : R2 Ñ R C8 à support compact. Démontrer que l’équation

´pB2{Bx2 ` B2{By2qgpx, yq ` gpx, yq “ fpx, yq

admet une solution C8 sur R2.

Exercice 47 On note

ηpyq “
ÿ

nPZ

expp´πyn2q.

Montrer que

ηpyq “ 1?
y
η

ˆ
1

y

˙
.

Solution – La formule de Poisson appliquée à ga dont on connâıt la trans-
formée de Fourier, montre que

ÿ

nPZ

p2π{aq1{2g1{apnq “
ÿ

nPZ

ĝapnq “ 2π
ÿ

nPZ

gap2πnq.

On choisit a “ y{p2πq. l
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5 Analyse complexe

Référence : J. Dieudonné, Calcul infinitésimal.
W. Rudin, Analyse réelle et complexe.

5.1 Séries entières vs. Fonctions holomorphes

– Deux points de vue : Séries entières vs. Fonctions holomorphes.
– Fonctions holomorphe sur un ouvert Ω Ă C : fonction dérivable
au sens complexe telle qu’en tout point z P Ω càd

f 1pzq :“ lim
hÑ0

fpz ` hq ´ fpzq
h

existe.

On note OpΩq l’ensemble des fonctions holomorphes sur Ω.
– Les opérations de dérivations classiques (somme, produit, quotient,
composition) sont les mêmes que dans le cas réel.

– Si rz1, z2s Ă Ω, f P OpΩq, on a |fpz1q ´ fpz2q| ď supra,bs |f 1| ˆ |z1 ´ z2|.
– Exemples et contre exemples
– Polynômes en z, a0 ` a1z ` ¨ ¨ ¨ anzn.
– Séries entières

ř8
n“0 anz

n telles que
ř8

n“0 |an|rn ă 8 pour un cer-
tain r ą 0. Elles sont holomorphes sur le disque ouvert de rayon
r centré en 0 Dp0, rq. On appelle rayon de convergence le plus
grand r ą 0 possible. Si R est le rayon de convergence de la série
précédente

1{R “ lim sup |an|1{n.

– La fonction z ÞÑ z̄, n’est pas dérivable au sens complexe.
– Une application de la forme f : z “ x ` iy ÞÑ ř

pm,nqPN2 am,nx
myn

avec
ř

pm,nqPN2 |am,n|rn`m ă 8 définit une fonction dérivable au sens

réel (et même C8, réelle analytique) en tout point z “ x ` iy,
maxp|x|, |y|q ă r mais pas au sens complexe. Par exemple zz̄ “ x2`y2
n’est pas dérivable au sens complexe.

– Formule de Cauchy-Riemann. On peut lire l’holomorphie de f sur
sa forme réelle. Soit f : Ω Q x` iy Ñ fpx` iyq “ P px, yq ` iQpx, yq. La
fonction f est holomorphe sur Ω si et seulement si en tout point px, yq,
x ` iy P Ω la matrice jacobienne

ˆ
pBP{Bxqpx, yq pBP {Byqpx, yq
pBQ{Bxqpx, yq pBQ{Byqpx, yq

˙

est une matrice de similitude càd

pBP {Bxqpx, yq “ pBQ{Byqpx, yq, pBP {Byqpx, yq “ ´pBQ{Bxqpx, yq.
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Si on introduit les opérateurs différentiels

B̄ “ p1{2qpBx ` iByq “ B{Bz̄, B “ p1{2qpBx ´ iByq “ B{Bz
il est équivalent d’écrire

B̄f “ pBf{Bz̄q “ B̄pP ` iQq “ 0.

Quand f est dérivable au sens complexe

Bf{Bz “ f 1pzq.
Remarque : Une fonction gpx, yq peut s’écrire sous la forme hpz, z̄q si
on fait le changement de variables x “ pz ` z̄q{2, y “ pz ´ z̄q{p2iq.
Dire qu’elle est holomorphe, c’est s’assurer du fait qu’il n’y a pas de
dépendance en z̄ dans h.

– Holomorphie sous
ş
. Soient µ une mesure sur un espace X et f :

Ω ˆX Ñ C, pz, xq ÞÑ fpz, xq, holomorphe en z pour µ-pp x et L1 en x
pour tout z P Ω. Si une hypothèse de domination |pB{Bzqfpz, xq| ď gpxq,
g P L1pX, µq est satisfaite, la fonction (qui est bien définie)

z ÞÑ
ż

X

fpz, xqdµpxq

est holomorphe sur Ω et

pB{Bzq
ż

X

fpz, xqdµpxq “
ż

X

pB{Bzqfpz, xqdµpxq.

– Lien avec les fonctions harmoniques. Si f “ P`iQ est holomorphe
sur Ω on a (avec ∆ “ B2{Bx2 ` B2{By2, le Laplacien)

∆P “ ∆Q “ 0.

Réciproquement, si P est harmonique (∆P “ 0 avec P de classe C2

par exemple) sur un ouvert simplement connexe alors il existe Q har-
monique sur Ω telle que fpx` iyq “ P px, yq ` iQpx, yq est holomorphe.
On dit que Q est la fonction harmonique conjuguée de P .

5.2 La formule de Cauchy

– Intégrale le long d’un chemin. Soit γ un chemin de Ω càd γ :
r0, 1s Ñ C de classe C1. Si f P OpΩq on définit

ż

γ

fpzqdz “
ż 1

0

fpγptqqγ1ptqdt.

On dit que le chemin est fermé (ou que γ est un lacet) si γp0q “ γp1q.
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– On dit que deux chemins γ0, γA : r0, 1s Ñ Ω sont homotopes s’il existe
Γ : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ Ω, pt, sq ÞÑ Γpt, sq qui est continue en pt, sq et C1

en t telle que
Γp¨, 0q “ γ0p¨q et Γp¨, 1q “ γ1p¨q.

– Formule d’homotopie. Fondamental. Si f P OpΩq, et γ0, γ1 : r0, 1s Ñ
Ω sont deux chemins fermés homotopes on a

ż

γ0

fpzqdz “
ż

γ1

fpzqdz.

En particulier si γ est un chemin fermé homotope à un point dans
Ω on a ż

γ

fpzqdz “ 0.

– On dit que Ω est simplement connexe si tout chemin fermé est ho-
motope à un point.
Exemple :
– C est simplement connexe ; plus généralement un convexe est sim-
plement connexe.

– Un connexe n’est pas nécessairement simplement connexe : penser à
un anneau.

– C privé d’une demi-droite fermée est un ouvert simplement connexe.
– Si Ω est simplement connexe et f P OpΩq alors f admet une primitive
F càd F P OpΩq telle que

F 1pzq “ fpzq.
– En particulier, on peut définir un logarithme (càd une fonction f telle
que exp ˝f “ id), défini à une constante près, sur tout ouvert simple-
ment connexe ne contenant pas 0, par exemple ∆α :“ Cztreiα, r P
r0,8ru. Il suffit de prendre une primitive de 1{z. On fixe en général la
constante de façon que le logarithme s’annule en 1 si 1 P ∆α (p.ex. si
α “ ´π) ou vaille iπ en ´1 si ´1 P ∆α (p.ex. α “ 0) de façon que la
formule suivante ait lieu (ǫ “ 0 si α P r´π, 0s, ǫ “ 1 “s0, πr) :

logαpreiθq “ log r ` iθ, si r P R˚
`, θ Psα ´ ǫπ, α ` 2π ´ ǫπr

De la même manière, sur tout ouvert simplement connexe, on peut
définir zs sur ∆α par expps logα zq.

– Indice d’un point par rapport à un lacet. Si γ : r0, 1s Ñ C est un
lacet on définit pour z0 P Ωzγpr0, 1sq

Indpz0; γq “ 1

2πi

ż

γ

1

z ´ z0
dz.
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On a toujours

Indpz0; γq P Z et Ωzγpr0, 1sq Q z0 ÞÑ Indpz0; γq est continue.

Remarque : Si γ est le cercle Cz0,r : r0, 1s Ñ C, t ÞÑ z˚ ` re2πit (le
cercle de centre z˚ et de rayon r parcouru une seule fois dans le sens
trigonométrique direct) on a pCz˚,rptq ´ z˚q´1 “ r´1e´2πit, C 1

z˚,r
ptq “

2πire2πit et donc
Indpz˚;Cz˚,rq “ 1.

De façon plus générale
#

Indpz0;Cz˚,rq “ 1 ðñ z0 P Dpz˚, rq
Indpz0;Cz˚,rq “ 0 ðñ z0 P CzDpz˚, rq.

Si γ est un lacet dans C son complémentaire Czγpr0, 1sq est un ouvert
qui a un nombre au plus dénombrable de composantes connexes. Cet
ouvert a une seule composante connexe non bornée (et l’indice de tout
point dans cette cc par rapport à γ est nul).

– Formule de Cauchy. Si f P OpΩq et γ est un chemin fermé de Ω on
a pour tout z P Ωzγpr0, 1sq

fpzq “ Indpz; γq
2πi

ż

γ

fpwq
z ´ w

dw.

– Conséquences de la formule de Cauchy.
– Contrôle des dérivées. En particulier

p1{k!qBkfpzq “ Indpz; γq
2πi

ż

γ

fpwq
pz ´ wqk`1

dw (1)

ce qui implique que pour tout compact K Ă Ω et tout k P N˚ il
existe une constante CK,k telle que

sup
K

|f pkq| ď CK,k sup
Ω

|f |.

– Presque compacité de OpΩq. Soit K Ă Ω un compact non vide,
C ą 0 et HK,C Ă OpΩq un ensemble de fonctions holomorphes telle
que

f P HK,C ùñ sup
K

|f | ď C.

Alors, pour tout ouvert U Ă K et toute suite pfnqn, fn P HK,C on
peut extraire une sous-suite qui converge uniformément sur U
vers une fonction holomorphe f P OpUq.
Par ailleurs, une suite de fonctions holomorphes qui converge uni-
formément sur un ouvert converge vers une fonction holomorphe.
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– Holomorphe ùñ DSE. Pour tout z0 P Ω, r ą 0 tels que Dpz0, rq Ă
Ω on a la formule de Taylor

@ z P Dpz0, rq, fpzq “
8ÿ

k“0

f pkqpz0q
k!

pz ´ z0qk.

– Principe des zéros isolés. Une fonction holomorphe sur un ouvert
connexe Ω qui est nulle sur un sous-ensemble de Ω qui possède un
point d’accumulation est nulle sur Ω tout entier.

Application : Recollement des applications holomorphes : si
U1 et U2 sont deux ouverts de C et f1 : U1 Ñ C, f2 : U2 Ñ C sont
deux fonctions holomorphes qui cöıncident sur U1 XU2 alors il existe
une fonction f holomorphe sur U1 Y U2 qui prolonge f1 et f2.

– Principe du maximum. Soit f P OpΩq, Ω ouvert connexe. Alors,

D z0 P Ω, |fpz0q| “ sup
Ω

|f | ùñ f ” fpz0q.

– Théorème de Liouville. Une fonction entière (f P OpCq) bornée
sur C tout entier est constante. [Appliquer (1) avec k “ 1 sur un
cercle centré en z de rayon tendant vers l’infini.]

5.3 Singularités et fonctions méromorphes

– Singularités. Soit f P OpΩztz0uq. On a trois possibilités : (1), (2.a)
ou (2.b).
– (1) (Riemann) Si supΩztz0u |f | ă 8 alors il existe f̂ P OpΩq telle qui
étend f (pour tout z P Ωztz0u, f̂pzq “ fpzq).

– (2) (Weierstrass) Si supΩztz0u |f | “ 8 (on dit que z0 est une sin-
gularité de f) alors
– (2.a) (Singularité essentielle) soit pour tout ǫ ą 0 suffisamment
petit fpDpz0, ǫqq est dense dans C ;

– (2.b) (Pôle) Soit z0 est un pôle de f càd il existe g P OpΩq et
N P N˚ tels que

@ z P Ωztz0u, fpzq “ gpzq
pz ´ z0qN

, gpz0q ‰ 0.

(N est l’ordre du pôle.)
– Séries de Laurent. Si z0 P Ω est une singularité de f il existe un
anneau Apz0; r, Rq “ tr ă |z ´ z0| ă Ru et des nombres complexes
panqnPZ tels que la série suivante converge absolument

@ z P Apz0; r, Rq fpzq “
8ÿ

n“´8

anpz ´ z0qn.
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Le point z0 est un pôle d’ordre N de f si et seulement si il existe
N P N˚ tel que pour tout n ď ´pN ` 1q, an “ 0.

– Fonctions méromorphes. Une fonction f est méromorphe sur Ω si
elle est holomorphe sur Ω privé d’un nombre fini de points et ces points
sont des pôles de f .

– La formule des résidus.
– Si z0 est un pôle de f d’ordre 1 on appelle résidu de f en z0, le
nombre a P C pour lequel fpzq ´ a{pz ´ z0q se prolonge en une
fonction holomorphe au voisinage de z0. Si z0 n’est pas singulier ou
est un pôle d’ordre ě 2 le résidu de f en z0 est par définition nul. On
note Respf, z0q le résidu.

– On a la formule des résidus. Soit Ω un ouvert simplement connexe.
Si S Ă Ω est un ensemble fini et f est une fonction méromorphe sur
Ω avec des pôles aux points de S, on a pour tout cheminγ tel que
γpr0, 1sq Ă ΩzS

ż

γ

fpzqdz “ 2πi
ÿ

sPS

Respf, sqIndps; γq.

5.4 Culture générale

– Les théorèmes de Picard.
– (Petit théorème de Picard) Si f est entière (f P OpCq),

cardpCzfpCqq ď 1.

– (Grand théorème de Picard) Si z0 est une singularité essentielle
de f ,

@ ǫ ą 0, cardpCzfpDpz0, ǫqqq ď 1.

– Le théorème d’uniformisation. Un ouvert simplement connexe de
C peut-être envoyé par un homéomorphisme qui est holomorphe ainsi
que son inverse pour la composition, sur le disque unité ouvert.

Exercice 48 En utilisant la formule des résidus, calculer

ż 8

´8

dx

1 ` x4
.

Exercice 49 Soit f P OpΩq telle que |f | “ constante. Démontrer que
f “ constante.
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Exercice 50 On note H le demi-plan supérieur H “ tx` iy, x P R, y ą 0u
et on introduit la fonction

z P H, θpzq “
ÿ

nPZ

exppπizn2q.

1) Montrer que si z P H, alors z ` 2 et ´1{z sont dans H. Montrer que θ est
bien définie sur H et y est holomorphe.

2) Expliquer pourquoi on peut définir une fonction holomorphe rpzq “ z1{2

sur H qui vérifie rpzq2 “ z et limyÑ0 rpx` iyq “ x1{2 quand x ą 0.

3) Démontrer que θpz ` 2q “ θpzq.
4) Démontrer que pour z “ iy, y ą 0

θpzq “ pi{zq1{2θp´1{zq.

[On pourra utiliser la formule de Poisson, cf. exercice 47.]

5) Démontrer que la formule précédente est vraie pour tout z P H.

Exercice 51 1) Montrer que la suite de polynôme

SNpzq “ z

Nź

n“1

p1 ´ z2

π2n2
q

converge uniformément sur tout compact de C et que sa limite est une fonc-
tion entière que l’on notera Spzq.
2) Démontrer que l’ensemble des zéros de Spzq est πZ.

3) Démontrer que la fonction méromorphe sin z
Spzq

est en fait holomorphe.

4) Etablir l’égalité

@ z P C, sin z “ z

8ź

n“1

p1 ´ z2

π2n2
q.

5) En déduire que
8ÿ

n“1

1

n2
“ π2

6
.

Exercice 52 Regarder quelques exercices sur la méthode de la phase sta-
tionnaire et la méthode du col dans Dieudonné.
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6 Calcul différentiel

6.1 Application linéaire tangente

– Notion d’application linéaire tangente (ou dérivée). Si E et
F sont deux espaces de Banach et U est un ouvert de E on dit que
f : U Ñ F est dérivable en x P U s’il existe une application linéaire
continue Dfpxq : E Ñ F (qui est alors nécessairement unique) telle
que

fpx` hq “ fpxq ` Dfpxq ¨ h ` ophq.
On dit que Dfpxq est l’application linéaire tangente ou la dérivée de f
en x.

– Quand E “ Rn et F “ Rm, Dfpxq s’identifie à une matrice dans
Mm,npRq la matrice jacobienne Dfpxq “ pBfi{Bxjqi,j.

– On a Dpg ˝ fqpxq “ Dgpfpxqq ˝ Dfpxq.
– Inégalité des accroissements finis Si f est dérivable sur un ouvert
convexe on a pour tous a, b P U

}fpbq ´ fpaq} ď sup
xPU

}Dfpxq} ˆ }b´ a}.

6.2 Applications Cp

– On dit que f est C1 sur U si elle est dérivable en tout point de U et
U Q x ÞÑ Dfpxq P LcpE, F q est continue.

– Si cette dernière application est elle-même dérivable on a

Dfpx` hq “ Dfpxq ` D2fpxq ¨ h ` ophq

où D2fpxq ¨h : k ÞÑ pD2fpxq ¨hq ¨k définit une forme bilinéaire conti-
nue E ˆ E Ñ F . Cette dernière est toujours symétrique (théorème
de Schwarz).

– On peut définir plus généralement

Dpfpxq : Ep Q ph1, . . . , hpq Ñ Dpfpxqph1, . . . , hpq P F

qui est une application p-linéaire symétrique.

6.3 Formules de Taylor

Elles prennent la forme
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– Taylor-Young.

fpx` hq “ fpxq ` Dfpxq ¨ h` ¨ ¨ ¨ 1

n!
Dnfpxq ¨ ph, ¨ ¨ ¨ , hq ` op}h}nq

– Taylor-Reste intégral : Si f est Cn sur ra, bs

fpx` hq “ fpxq ` Dfpxqh` ¨ ¨ ¨ ` 1

pn ´ 1q!D
n´1fpxq ¨ ph, . . . , hq

`
ż 1

0

p1 ´ tqn´1

pn ´ 1q! D
nfpx` thq ¨ ph, . . . , hqdt.

6.4 Inversion locale et fonctions implicites.

6.4.1 Rappels : théorème du point fixe de Picard.

– Soit pX, dq un espace métrique complet et f : X Ñ X une application
κ-contractante : càd pour 0 ď κ ă 1 on a

@ x, y P X, dpfpxq, fpyqq ď κdpx, yq.

Alors, f admet un unique point fixe : il existe x˚ P X tel que fpx˚q “
x˚. Par ailleurs, pour tout x P X la suite xn définie par x0 “ x, xn`1 “
fpxnq converge vers x˚.

– Si f dépend continûment (resp. Lipschitz, resp Ck) d’un paramètre
λ P Λ dans un espace topologique (resp. métrique, resp. un ouvert d’un
Banach) le point fixe x˚ “ xλ dépend de façon continue (resp. Lipschitz,
resp. Ck) pourvu que fλ soit uniformément contractante en λ.

6.4.2 Inversion locale.

– Soit f : U Ñ F de classe C1 et x P U . On suppose que Dfpxq P
LcpE, F q est inversible.

– Par un théorème de Banach son inverse est automatiquement continu.
– Inversion locale : Il existe alors des ouverts V,W , x P V Ă U , fpxq P
W Ă F telle que f soit un diiféomorphisme de V sur fpV q “ W .

6.4.3 Fonctions implicites.

– Soient E, F,G trois espaces de Banach et f : U ˆ V Ñ W une applica-
tion de classe C1. On suppose que

Dyfpx0, y0q : F Ñ G est inversible.
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– Alors, il existe des ouverts Ũ , x0 P Ũ Ă U et Ṽ , y0 P Ṽ Ă V et une
fonction de classe C1, η : Ũ Ñ Ṽ telle que ηpx0q “ y0 et

@ px, yq P Ũ ˆ Ṽ fpx, yq “ fpx0, y0q ðñ y “ ηpxq.

Si f est Ck, k ě 1, on peut remplacer C1 par Ck dans les énoncés précédents.

6.5 Problème d’extremum

– Supposons que f : Rn Ñ R de classe C2 admette un point critique
x0 : Dfpx0q “ 0. Alors, si D2fpx0q est une forme bilinéaire symétrique
définie positive (resp. définie négative) alors x0 est un minimum
(resp. maximum) local de f .

– Si en plus f est convexe ce minimum est global.
– Extrema liés. Soit en plus g : Rn Ñ Rp une fonctionC1 (une contrainte)
telle que Dgpx0q : Rn Ñ Rp soit de rang p. Si x0 est une solution du
problème

mintfpxq, gpxq “ 0u “ fpx0q
alors il existe λ P Rp tel que

Dfpx0q ` xλ,Dgpx0qy “ 0.

En d’autres termes pour trouver x0 il suffit de chercher un extremum
xλ de f ` xλ, gy pour un certain λ P Rp tel que gpxλq “ 0.

Exercice 53 Lemme de Morse.
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7 Equations différentielles

7.1 Problème de Cauchy

– Problème de Cauchy. Soient U un ouvert d’un espace de Banach, I
un intervalle ouvert de R, f : IˆU Ñ E, t0 P I et x0 P U . On considère
le problème de Cauchy

pCpt0, x0qq
#

x1ptq “ fpt, xptqq
xp0q “ x0.

– Formulation intégrale. Il est équivalent de résoudre

xptq “ x0 `
ż t

t0

fps, xpsqqds.

7.2 Cauchy-Lipschitz

– Théorème de Cauchy-Lipschitz : Existence et Unicité locales.
Si f est continue et uniformément localement Lipschitz en x alors
il existe δ ą 0 et x :st0´δ, t0`δrÑ E de classe C1 solution du problème
de Cauchy Cpt0, x0q.
La preuve repose sur le théorème du point fixe de Picard appliqué
à la formulation intégrale du problème de Cauchy.

– Solution maximale. Le théorème de Cauchy-Lipschitz est un résultat
d’existence en temps local. On peut définir une notion de solution
maximale : une solution x : J Ñ E de Cpt0, x0q est maximale s’il
n’existe pas x̃ : J̃ Ñ E solution de Cpt0, x0q telle que x̃ restreinte à J
égale x. Une solution maximale existe toujours.

– L’existence dans le théorème de C-L reste vrai (au moins en dimension
finie) si f est seulement continue : c’est le théorème de Péano mais
l’unicité est perdue.

– On peut souvent obtenir l’existence en temps long en utilisant le
Théorème de sortie de tout compact : Soit x : J Ñ E une solution
maximale de Cpt0, x0q. Supposons que J soit de la forme pa, bq. Alors,
pour tout compact K Ă I ˆ U il existe tn Ñ b telle que fptn, xptnqq R
K.

– Lemme de Gronwall. Soit x : J Ñ E solution de Cpt0, x0q pour f .
Supposons que

}fpt, xq} ď Ax ` B.
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Alors, x est définie sur I tout entier et

}xptq} ď ept´t0qA}xpt0q} `
ż t

t0

ept´sqABdt.

7.3 Linéarisation

– Dépendance par rapport à un paramètre et aux conditions
intiales.
Supposons que pt, xq ÞÑ fλpt, xq dépende Ck d’un paramètre λ P F (F
Banach) et que pour λ “ λ˚, x0 : ra, bs Ñ E (ra, bs Ă I) soit une solu-
tion de Cpt0, x˚q pour fλ˚. Alors, il existe un voisinage L de λ˚ et un
voisinage V de x˚ tel que pour tout pλ˚`∆λ˚, x˚`∆x˚q P LˆV il existe
x∆λ˚,∆x˚ : ra, bs Ñ E solution de Cpt0, x˚ ` ∆x˚q pour fλ˚`∆λ˚. L’ap-
plication p∆λ˚,∆x˚q ÞÑ x∆λ˚,∆x˚p¨q est Ck et son application linéaire
tangente en 0 est l’application linéaire qui à p∆λ˚,∆x˚q associe la so-
lution de l’EDO linéaire (ou plutôt affine)

#
p∆xq1ptq “ Dxfpλ˚, t, x0ptqq ¨ ∆xptq ` Dλfpλ˚, t, x0ptqq ¨ ∆λ˚

∆xpt0q “ ∆x˚.

– L’équation précédente s’appelle l’équation linéarisée.

7.4 EDO linéaires et affines

– EDO linéaire X 1ptq “ AptqXptq, A : I Ñ Mpn,Rq. Solutions
définies sur I tout entier.
– Résolvante. C’est la famille des RApt, sq P GLpn,Rq, t, s P R telle
que

Xptq “ RApt, sqXpsq
toutes les fois que Xp¨q est solution se X 1ptq “ AptqXptq.

– Chasles. RApt2, t0q “ RApt2, t1qRApt1, t0q.
– RA est solution de l’EDO dans Mpn,Rq

#
R1

Aptq “ AptqRAptq (la multiplication est dans ce sens)

Rp0q “ Id

– Ap¨q ÞÑ RAp¨, ¨q est Ck pour tout k.
– Si Ap¨q est constante

RApt, sq “ ept´sqA.

Le calcul se fait en utilisant la forme normale de Jordan.
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– Attention. En dehors du cas n “ 1 ou du cas constant, on ne sait
pratiquement jamais calculer la résolvante. On peut en revanche
souvent en calculer des expressions approchées.

– EDO affines. X 1ptq “ AptqXptq ` bptq, A : I Ñ Mpn,Rq, b : I Ñ Rn.
Solutions définies sur I tout entier. Si RA est la résolvante de X 1ptq “
AptqXptq on a la formule de variation de la constante (formule de
Duhamel)

Xptq “ RApt, 0qXp0q `
ż t

0

RApt, sqbpsqds.

7.5 Flots

– Flots. On peut définir l’analogue non-linéaire de la résolvante :

xptq “ φt,spxpsqq, pφt2,t0 “ φt2,t1 ˝ φt1,t0q

toutes les fois où x est solution de x1ptq “ fpt, xptqq. Pour t, s fixés,
x ÞÑ φt,spxq est un difféomorphisme local. Quand f ne dépend pas
de t on a φt,s “ φt´s,0 ; on note alors φt,0 “ φt. C’est le flot au temps
t du champ de vecteurs x ÞÑ fpxq.

Exercice 54 Quelle est la forme générale de la solution d’une EDO linéaire
à coefficients constants

ypnqptq ` a1y
pn´1qptq ` ¨ ¨ ¨ ` anyptq “ 0?

Exercice 55 On considère une EDO linéaire à coefficients 1-périodiques

X 1ptq “ AptqXptq, A : R Ñ Mpn,Rq, Ap¨ ` 1q “ Ap¨q.

1) Les solutions de cette EDO sont elles périodiques en général ?

2) Montrer que si X est solution d’une telle EDO et Xp0q “ Xp1q alors X
est 1-périodique.

3) Démontrer que si RA est la résolvante, pour tous t, s P R

RApt` 1, s` 1q “ RApt, sq.

4) Démontrer que pour tout t le déterminant detRpt` 1, tq est indépendant
de t.
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8 Groupes

Référence :
– Le livre de D. Perrin.
– Le livre de P. Colmez
https ://webusers.imj-prg.fr/ pierre.colmez/livre.pdf

8.1 Concepts et constructions générales

– Définition, sous-groupes, morphismes, conjugaison, adjoint, commuta-
teur, groupe dérivé, centre d’un groupe, groupe cyclique, ordre d’un
élément...

8.1.1 Théorème de Lagrange

– Opérations fondamentales : quotient, produit et leurs variantes.
– Si H est un sous groupe de G on peut construire G{H “ tgH, g P Gu ou
HzG “ tHg, g P Gu l’ensemble des classes à droite ou à gauche. Ce
ne sont que des ensembles. Intérêt : les ensembles gH (ou Hg), g P G
forment une partition de g.

– En tant qu’ensembles : G et H ˆ G{H sont en bijection.
– On en déduit le théorème de Lagrange : |H | divise |G| (card G “
card H ˆ cardpG{Hq).

– Application : l’ordre d’un élément divise le cardinal du groupe et donc
g|G| “ e. En particulier, si p premier ap´1 ” 1 mod p (Fermat). [Le
cardinal de pZ{pZq˚ vaut p ´ 1.]

– L’application π : G Ñ G{H , g ÞÑ gH est surjective.

8.1.2 Sous-groupes distingués

– Il y a un cas important où l’ensemble G{H peut-être muni d’une
structure de groupe, c’est quand H est distingué dans G (on dit
aussi normal et on note H Ÿ G) càd @ g P G, gH “ Hg (ou encore
gHg´1 “ H). Dans ce cas on peut écrire pg1Hqpg2Hq “ pg1g2qH qui
définit une loi de groupe sur G{H .

– Morphismes de groupes. Si G1, G2 sont deux groupes et f : G1 Ñ
G2, l’image fpG1q est un sous-groupe de G2 et le noyau ker f est un
sous-groupe distingué de G1 (si h P ker f , fpghg´1q “ fpgqe2fpgq´1 “
e2 dont ghg´1 P ker f). On a le passage au quotient

Im f » G1{ ker f.
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– Quand H Ÿ G, l’application π : G Ñ G{H est un morphisme surjectif
de groupe et ker π “ H . On dit que G{H est un facteur de G.

8.1.3 Suites exactes

– Suites exactes. Soient G,H,K des groupes et i : H Ñ G, p : G Ñ K

des morphismes de groupes tels que la suite suivante soit exacte

1 ÝÑ H
iÝÑG

pÝÑK ÝÑ 1 (2)

càd i injectif, p surjectif et ker p “ Im i.
– On dit que K est un facteur de G et que G est une extension de
H par K.

– On dit que la suite exacte est scindée s’il existe un morphisme s :
K Ñ G, appelé section, tel que p ˝ s “ idK .

– Si H Ÿ G on a la suite exacte (2) avec K “ G{H .

8.2 Produits semi-directs

– Soient H , K des groupes et

ρ : K Ñ pAutpHq, ˝q

un morphisme de groupes. On définit le produit semi-direct H ¸ρ

K de la façon suivante : c’est le produit H ˆ K muni de la loi de
composition

ph, kq ˚ρ ph1, k1q “ ph ρpkq ¨ h1, kk1q.
H ¸ρ K est isomorphe à H ˆ K si et seulement si pour tout k P K,
ρpkq “ idH .

– Quand la suite exacte (2) est scindée :
– Il existe un morphisme de groupe ρ : K Ñ pAutpHq, ˝q tel que G est
isomorphe au produit semi-direct H ¸ρ K

– On a la suite exacte

1 ÝÑ H
iÝÑH ¸ρ K

pÝÑK ÝÑ 1

avec iphq “ ph, eKq, pph, kq “ k.

8.2.1 Une illustration “affine”.

– On modélise un système (disons un solide) par la donnée d’un point b P
Rn (son centre de gravité) et un repère vectoriel B qui lui est attaché,
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càd un n-uplet de vecteurs de Rn (qu’on peut supposer orthonormal).
Pour déplacer le système, on peut agir par une application linéaire
A P GLpn,Rq qui fixe 0 (par exemple une rotation dans SOpn,Rq) puis
déplacer le système par une translation a P Rn.

– Après ces opérations

Rn ˆ GLpn,Rq Q pb, Bq ÞÑ pa ` Ab,ABq P Rn ˆ GLpn,Rq.
– La loi de composition

pa, Aq ˚ pb, Bq “ pa` Ab,ABq
sur Rn ˆ GLpn,Rq définit une structure de groupe qui fait de Rn ˆ
GLpn,Rq un produit semi-direct Rn ¸ρ GLpn,Rq où ρ : GLpn,Rq Ñ
AutpRnq » GLpn,Rq est l’identité (mais n’est pas triviale).

– De façon plus générale on aurait pu considérer

pa, Aq ˚ pb, Bq “ pa` ρpAqb, ABq
où ρ : GLpn,Rq Ñ GLpn,Rq est un morphisme de groupe.

8.2.2 Point de vue “espaces fibrés” (H Ÿ G).

– Si H est distingué dans G, on a la suite exacte

1 ÝÑ H
iÝÑG

pÝÑG{H ÝÑ 1

(i est l’inclusion de H dans G). On peut alors se représenter G comme
étant un “espace fibré” au dessus d’une “base” G{H (dans notre cas
un groupe car H Ÿ G) dont les “fibres” sont toutes “isomorphes” au
groupe H .
– Pour “recoller” (identifier) ces fibres entre-elles on peut procéder de
la façon suivante. Choisissons un système de représentants de G{H ,
pgαqαPG{H , gα P G, πpgαq “ α. Chaque gα P α peut-être vu comme
un point de marquage (en physique on dit une “jauge”) sur la fibre
α “ gαH et permet d’identifier gαH à H . L’application entre G et le
groupe produit G{H ˆ H

#
G “ Ů

αPG{H gαH Ñ G{H ˆ H

gαh ÞÑ pα, hq
est une bijection. Elle n’est en revanche pas un isomorphisme en
général ; vérifions-le :

gαhαgβhβ “ gαgβpg´1
β hαgβqhβ

“ gαβpg´1
αβgαgβqpg´1

β hαgβqhβ
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et on peut écrire

pgαhαqpgβhβq “ gαβhα,β où hα,β “ pg´1
αβgαgβqpg´1

β hαgβqhβ P H

(remarquer que πpg´1
αβgαgβq “ pαβq´1αβ “ e donc g´1

αβgαgβ P H ;

d’autre part pg´1
β hαgβq P H car H Ÿ G). On n’a pas en général

hα,β “ hαhβ.
– S’il est possible de choisir la “jauge” α ÞÑ gα de façon que pour tous
α, β, gαβ “ gαgβ, c’est-à-dire si

G{H Q α ÞÑ gα P G

est une section pour π : G Ñ G{H , on peut obtenir un isomor-
phisme entre G et un groupe “tordu” G{HˆρH :“ pG{HˆH, ˚ρq,
où ρ est le morphisme de groupe

#
ρ : G{H Ñ pAutpHq, ˝q
α ÞÑ ρpαq¨ : h ÞÑ ρpαq ¨ h :“ gαhg

´1
α

(c’est un morphisme car gαβ “ gαgβ) et ˚ρ est la loi de composition

pα, hq ˚ρ pβ, kq “ pαβ, pg´1
β hgβqkq “ pαβ, pρpβ´1q ¨ hqkq.

– Le groupe G{H ˆρ H est isomorphe au produit semi-direct H ¸ρ

G{H .

8.3 Action d’un groupe

Action d’un groupe G sur un ensemble X (à droite, à gauche).

8.3.1 Exemples et formule des classes

– Action de G sur lui-même par conjugaison.
– Si H est un sous-groupe (pas nécessairement distingué) de G et X “
G{H on a une action à gauche par translation g ¨ pkHq “ pgkqH .

– Si X est l’ensemble des parties A de G de cardinal r fixé (r P r1, |G|s),
on a une action de G sur X par translation à gauche : pour tout A P X ,
g ¨A est l’ensemble gA “ tga, a P Au. ÝÑ théorèmes de Sylow.

– Si X “ H est l’ensemble des sous-groupes de G on a une action de G
sur X par g ¨H “ gHg´1 :“ tghg´1, h P Hu.

– etc.
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– Si x P X et g P G on définit

Stabpxq “ tg P G, g.x “ xu pstabilisateur de xq : sous-groupe de G

Fixpgq “ tx P X, g.x “ xu ppoints fixes de gq : sous-ensemble de X

Opxq “ tg.x, g P Gu porbite de xq : sous-ensemble de X.

– Formule des classe. Si on note X̄ un système de représentant de la
relation x „ y ðñ Opxq “ Opyq, on a la formule des classes

X “
ğ

xPX̄

Opxq et |Opxq| “ |pG{Stabpxq| “ |G|
|Stabpxq| .

8.3.2 Formule de Burnside

C’est la formule

nombre d’orbites “ nombre moyen de points fixes :

|X̄| “ 1

|G|
ÿ

gPG

|Fixpgq|.

8.4 Suites de compositions

(HP)
– Une suite de compositions d’un groupe G est

t1u Ÿ Gn Ÿ Gn´1 Ÿ . . . Ÿ G0 “ G.

– Elle est dite de Jordan-Hölder si elle est maximale pour l’inclusion.
Une telle suite existe toujours.

– Dans ce cas les quotients Gi´1{Gi sont des groupes simples, càd sans
sous-groupes distingués, et sont uniquement définis à permutation près.

– Si on connâıt tous les groupes finis simples et si on sait résoudre
le problème de l’extension, c’est-à-dire reconstruire G à partir de la
suite exacte (pas nécessairement scindée)

1 ÝÑ H
iÝÑG

pÝÑK ÝÑ 1

on peut dire que l’on a classifié les groupes finis.
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8.5 Exemples de groupes

8.5.1 Les groupes cycliques.

– Groupes engendrés par un seul élément. Il sont isomorphes à pZ{nZ,`q.
– Un groupe de cardinal p premier est cyclique (Lagrange).
– En revanche, ce n’est pas automatique pour un p-groupe (groupe de
cardinal pα) : cf. exercice 58.

– Ordre d’un élément.
– Si d est l’ordre d’un élément de Z{nZ on a d | n.
– Il y a ϕpdq élément d’ordre d dans Z{nZ [le groupe multiplicatif pZ{dZq˚,
dont le cardinal est ϕpdq agit (par multiplication) transitivement et sans
point fixe sur l’ensemble des éléments d’ordre d de Z{nZ.]

– Rappels : si d “ pα1

1 ¨ ¨ ¨ pαr
r on a

ϕpdq “ d

rź

i“1

p1 ´ 1

pi
q, ϕp1q “ 1.

– Les ensembles Od, d | n, constitués chacun des éléments d’ordre d de
Z{nZ constituent une partition de Z{nZ. Par conséquent

n “
ÿ

d|n

ϕpdq.

8.5.2 Théorème de structure des groupes abéliens finis

– Tout groupe abélien fini est produit de groupes cycliques.
– Lemme Chinois

Z{ppα1

1 ¨ ¨ ¨ pαn

n Zq » pZ{pα1

1 Zq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pZ{pαn

n Zq.

[Le même résultat est vrai si on remplace dans la formule précédente
les groupes Z{nZ par les groupes pZ{nZq˚. Lemme chinois dans les
anneaux. Voir l’exercice 56.]

– Les deux derniers résultats donnent le résultat suivant : A est un groupe
abélien fini, il existe une unique suite d’entiers

an | an´1 | . . . | a1

tels que A soit isomorphe à

pZ{a1Zq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pZ{anZq.
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8.5.3 Les groupes de permutations

– Sn et ses sous-groupes.
– |Sn| “ n!.
– Sn est engendré par les transpositions pi, jq (ou aussi pi, i` 1q).
– Une permutation admet une décomposition unique en produit de
cycles de supports disjoints (en particulier ils commutent).

– Deux permutations sont conjuguées (σ1 “ ρ ˝ σ2 ˝ ρ´1) si et seule-
ment si elles ont le même nombre de cycles de même longueurs. ÝÑ
utile pour déterminer les classes de conjugaisons des groupes de per-
mutations.

– Signature. Morphisme Sn Ñ Z{2Z » pt´1, 1u,ˆq défini par

ǫpσq “
ź

1ďiăjďn

σpiq ´ σpjq
i ´ j

.

La signature d’une transposition vaut ´1.
– Principe de conjugaison. Si X Ă t1, . . . , nu est un sous-ensemble
invariant par une permutation σ P Sn alors pour toute permutation
ρ P Sn, l’ensemble ρpXq est un ensemble invariant par ρ ˝ σ ˝ ρ´1. Si
C est le support d’un cycle de σ, ρpCq est le support d’un cycle de
ρ ˝ σ ˝ ρ´1.

– Toute groupe fini de cardinal n s’injecte dans un groupe de permu-
tations Sn. En particulier, il s’injecte dans GLpn,Fpq pour tout p
premier (à une permutation on associe la matrice correspondante de
permutation).

– Groupes alternés : Sous-groupes An de Sn égal à ker ǫ. On a An Ÿ
Sn. Les groupes An pour n ě 5 sont simples.

8.5.4 Les groupes de symétries

– Les groupes de symétries (linéaires, orthogonales) d’un ensemble de
points de Rn.

– Par exemple, groupe de symétrie d’un polygone ou un polyèdre régulier.
– On peut les voir comme des sous-groupes finis de GLpn,Rq ou Opn,Rq.
– Ce sont les groupes diédraux.
– Il est parfois commode de les définir par générateurs et relations.

8.5.5 Les groupes de matrices sur des corps finis GLpn,Fqq
(ou leur version projective), où Fq, q “ pm, est un corps fini.
– Le groupe GLpn,Fpq est de cardinal ppn ´ 1q ¨ ¨ ¨ ppn ´ pn´1q. [Même
formule avec q à la place de p].
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– Si P est le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures avec des 1
sur la diagonale, |P | “ pˆp2 ˆpn´1 “ pnpn´1q{2. C’est un p-sous-groupe
de Sylow de GLpn,Fpq (voir plus loin).

– Si p est premier
AutppZ{pZqnq “ GLpn,Fpq.

[Utile quand on veut construire des produits semi-directs, cf. exer-
cice 58.]

8.5.6 Les produits semi-directs

– Les produits semi-directs pZ{qZq ¸ρ pZ{pZq où p ă q sont deux
nombres premiers tels que p | q´1 et ρ est un morphisme non trivial

ρ : pZ{pZ,`q Ñ pZ{pq ´ 1qZ,`q » ppZ{qZq˚,ˆq » pAutpZ{qZq, ˝q.

– Le groupe pZ{qZq ¸ρ pZ{pZq est non abélien.
– Les groupes de cardinal pq, p ă q premiers sont donc
– si p ne divise pas q ´ 1 le groupe cyclique Z{ppqqZ » Z{pZ ˆ Z{qZ.
– si p | q ´ 1 le groupe cyclique Z{ppqqZ » Z{pZ ˆ Z{qZ et le produit
semi-direct non abélien pZ{qZq ¸ρ pZ{pZq (un autre choix de ρ non
trivial produit un groupe isomorphe).

8.6 Théorèmes de Sylow

– Si G est un groupe et |G| “ prm (r ě 1), p^m “ 1, un p-sous groupe
de G est un sous-groupe de cardinal ps, 1 ď s ď r. Il est de Sylow si
s “ r.

– Théorème de Cauchy. Si p | |G| alors G contient un élément d’ordre
p.

– Si G contient un p-groupe de Sylow il contient, pour tout 1 ď i ď r,
un sous-groupe de cardinal pi.

– Premier théorème de Sylow Le groupe G admet au moins un p-sous
groupe de Sylow.

– Second théorème de Sylow
– Les p-sous-groupes de Sylow de G sont tous conjugués entre-eux.
– Si k est leur nombre on a

k | m et k ” 1 mod p.

– Si H est un p-sous-groupe de G alors il existe un p-Sylow de G

contenant H .
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Exercice 56 1) Soit pZ{nZq˚ le groupe multiplicatif des éléments inversibles
de l’anneau Z{nZ. Comment calculer son cardinal ?

2) Soient a, b P N˚ premiers entre-eux. Démontrer que

pZ{abZq˚ “ pZ{aZq˚ ˆ pZ{bZq˚.

3) Soit p un nombre premier et α P N˚. Le groupe pZ{pαZq˚ est-il cyclique ?

4) Le groupe pZ{15Zq˚ est-il cyclique ?

Exercice 57 Démontrer la formule de Burnside sur le nombre moyen de
points fixes d’une action.

Exercice 58 1) Démontrer le théorème de Cauchy (si un nombre premier
p divise l’ordre d’un groupe, il existe un élément d’ordre p) en utilisant une
action de groupe judicieuse.

[Soit n l’ordre du groupe et p|n. On considère X “ tpa1, . . . , apq, ai P G :
a1 ¨ ¨ ¨ ap “ eu et l’action de Z{pZ sur X par permutation circulaire. On note
que |X| “ np´1 et que si x P X , |Ox| “ 1 si et seulement si x “ pa, . . . , aq
avec ap “ e ; sinon (Lagrange) |Ox| “ p. Si r est le nombre de solution de
ap “ e et s le nombre d’orbite de longueur p on a np´1 “ r ` sp et comme
p|n on a p|r donc r ě 1.]

2) Un groupe d’ordre p2 est abélien.
[La formule des classes appliquée à l’action de G sur lui-même par conju-

gaison montre que le cardinal du centre ZG de G est p ou p2. Si c’est p, le
groupe G{ZG (ZG est distingué dans G) est d’ordre premier p donc cyclique.
Cela suffit pour voir que G est commutatif. On peut voir que G est égal soit
à Z{p2Z soit à Z{pZ ˆ Z{pZ.]
3) Construire un groupe d’ordre p3 non abélien. [On construira un mor-
phisme ρ : Z{pZ Ñ AutppZ{pZq2q » GLp2,Fpq non trivial, par exemple

k ÞÑ
ˆ
1 k

0 1

˙
. L’exemple est pZ{pZq ¸ρ pZ{pZq2.]

Exercice 59 1) Si n “ pαm, p premier et p ne divise pas m, démontrer que
le coefficient binomial

`
pαm

pα

˘
n’est pas divisible par p.

2) En considérant l’action de G sur X qui est l’ensemble des parties de G de
cardinal pα démontrer en utilisant la formule des classes que G contient un
p-Sylow. [On pourra éventuellement faire une récurrence.]

Exercice 60 1) Exhiber un groupe non commutatif de cardinal 21.
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2) Un groupe d’ordre 15 est-il cyclique ?

Exercice 61 Quel est le groupe de symétrie du carré ? Quel est son cardinal ?
Est-il abélien ?

8.7 Représentations des groupes finis

8.7.1 Concepts et définitions de base

– Une représentation Q “ pG, V, ρq d’un groupe fini G est une action
linéaire ρ : G Ñ HompV q d’un groupe G sur un K-ev V (de dim finie).
De façon équivalente c’est un morphisme de groupe ρ : G Ñ GLpn,Kq
(n “ dimV ). On prend en général K “ C (algébriquement clos). On
appelle dimension de la représentation, la dimension de l’ev V .

– Les coefficients de la matrice ρijpgq sont appelés les coefficients de la
représentation.

– L’application g ÞÑ trpρpgqq est appelé le caractère de la représentation.
On verra qu’il caractérise la représentation. On note XG l’ensemble
des caractères de G.

– On note x¨, ¨y le produit hermitien sur l’espace CG des fonctions G Ñ C

xφ, ψy “ 1

|G|
ÿ

gPG

φpgqψpgq.

– On dit qu’une fonction φ P CG est centrale si

@ g, g1 P G, φpgg1g´1q “ φpg1q.

– Le caractère d’une représentation est une fonction centrale (invariance
de la trace par conjugaison).

– On dit que W Ă V est un sev de V ρ-invariant si @ g P G, ρpgqW Ă
W . Ainsi, pG,W, ρq est encore une représentation (on dit une sous-
représentation de pG, V, ρq).

– On dit que la représentation est irreductible s’il n’existe pas de sous-
espace vectorielW Ă V non trivial (W ‰ t0u, V ) invariants par tous les
ρpgq, g P G. On note IrrG l’ensemble des représentations irréductibles

de G, ĂIrrG un système de représentants à équivalence près (conjugaison)
de IrrG et X Irr

G leurs caractères.
– On dit que deux représentations pG, V, ρq et pG, V 1, ρ1q sont équivalentes
ou conjuguées s’il existe un isomorphisme linéaire h : V Ñ V 1 tel que

@ g P G, h ˝ ρpgq “ ρ1pgq ˝ h.
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– Opérations sur les représentations. Si pG, V, ρq, pG, V 1, ρ1q sont des
représentations de G on peut construire les représentations

pV ‘ V 1, ρ‘ ρ1q :“ pV, ρq ‘ pV 1, ρ1q,
pV b V 1, ρb ρ1q :“ pV, ρq b pV 1, ρ1q

par les formules

pρ‘ ρ1qpgq “
ˆ
ρpgq 0
0 ρ1pgq

˙

et
pρ b ρ1qpi,i1q,pj,j1qpgq “ ρi,jpgqρ1

i1,j1pgq.
[On rappelle que V b V 1 est l’ensemble des combinaisons linéairesř
λii1ei be1

i1 . Si on identifie les vecteurs u “ ř
i uiei P V , u1 “ ř

i1 u
1
ie

1
i P

V ’ à des applications i ÞÑ upiq “ ui, i
1 ÞÑ u1pi1q “ u1

i1, le vecteur
ub u1 “ ř

i,i1 uiu
1
i1ei b e1

i1 s’identifie à l’application pi, i1q ÞÑ upiqu1pi1q et
de façon plus générale un vecteur

ř
λii1ei b e1

i1 de V b V 1 peut être vue
comme une application pi, i1q ÞÑ λpi, i1q “ λi,i1. L’application ρpgqbρ1pgq
envoie ub u1 sur ρpgqub ρ1pgqu1.)

– On a

χρ‘ρ1pgq “ χρpgq ` χρ1pgq, χρbρ1pgq “ χρpgqχρ1pgq.

– Restriction et représentation induite. Soit H un sous-groupe de
G.
– Si pG, V, ρq une représentation de G on peut définir par restriction à
H une représentation pH, V,ResHG pρqq de H .

– Si pH, V, ρq est une représentation deH on peut définir une représentation
de G de la façon suivante. On introduitW “ IndG

HpV q l’ensemble des
applications f : G Ñ V qui sont H-équivariantes :

@ h P H, g P G, fphgq “ ρphqfpgq

et on définit l’action G Ñ HompW q par

IndG
Hpρqpgq : W Q fp¨q ÞÑ pG Q x ÞÑ fpxgq P V q.

– Si χ est le caractère de ρ et χIndG
H
celui de IndG

Hpρq on a

χIndG
H

pgq “ 1

|H |
ÿ

sPG,sgs´1PH

χpsgs´1q.

– A partir de maintenant K “ C.
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8.7.2 Exemples

– Soit G “ Z{nZ. Alors, pour tout l P Z{nZ,

Z{nZ Q k ÞÑ e2πikl{n P U

est une représentation de Z{nZ (irréductible car de dimension 1). Elles
sont distinctes deux à deux.

– Soit G “ ppZ{nZq˚,ˆq le groupe des éléments inversibles pour le pro-
duit de l’anneau Z{nZ. Un caractère de pZ{nZq˚ peut-être assimilée à
une fonction χ : Z Ñ Z qui est n-périodique, nulle sur les entiers non
premiers à n et qui vérifie χpklq “ χpkqχplq si k et l sont premiers avec
n. On les appelle les caractères de Dirichlet.

– Représentation régulière. SiG est un groupe on appelle représentation
régulière la représentation RegG “ pG,KG, regGq qui à tout g P G et
toute fonction ψ : G Ñ K de KG associe la fonction

regGpgqpψq : G Q x ÞÑ ψpxgq.

On peut aussi voir regGpgq comme l’endomorphisme de Vectpet, t P Gu
qui à et ÞÑ egt.

Le caractère de regGpgq est donné par

χregG
peq “ |G|, χregG

pgq “ 0 si g ‰ e.

8.7.3 Résultats intermédiaires importants

– Représentations entrelacées. Soient pG, V, ρq et pG, V 1, ρ1q deux représentations
de G et h : V Ñ V 1 une application linéaire (pas forcément inversible)
telle que

@ g P G, h ˝ ρpgq “ ρ1pgq ˝ h.
Alors
– le sev ker h Ă V est ρ-invariant ;
– le sev Imh Ă V 1 est ρ1-invariant.

– Lemme de Schur. Soient pG, V, ρq, pG, V 1, ρ1q deux représentations
irréductibles entrelacées par h.
– Si les représentations ne sont pas équivalentes h “ 0.
– Si elles sont équivalentes h est un isomorphisme et quand V “ V 1, h
est de la forme λ ˆ Id, λ P C˚.

[Quand V “ V 1, appliquer le résultat précédent à h´ λid où λ est une
valeur propre de h.]

– Représentations irréductibles des groupes abéliens. Si un groupe
est commutatif, ses représentations irréductibles sont de dimension 1.
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– Moyennisation.
– Si pG, V, ρq, pG, V 1, ρ1q sont deux représentations et h : V Ñ V 1 est
une application linéaire, l’application

h̄ :“ 1

|G|
ÿ

gPG

ρ1pgq´1 ˝ h ˝ ρpgq

entrelace pG, V, ρq, pG, V 1, ρ1q.
– Si q : V Ñ R (resp. ϕ : G ˆ G Ñ R) est une fonction alors q̄ (resp.
ϕ̄) définie par

q̄pvq “ 1

|G|
ÿ

gPG

qpρpgqvq presp. ϕ̄pv1, v2q “ 1

|G|
ÿ

gPG

qpρpgqv1, ρpgqv2qq

estG-invariante : q̄pρpgqvq “ q̄pvq (resp. ϕ̄pρpgqv1, ρpgqv2q “ ϕ̄pv1, v2q).
En particulier, il existe toujours un produit hermitien ρ-invariant
sur V et on peut donc supposer que ρ agit sur V par matrices uni-
taires.

8.7.4 Résultats

– Théorème de Maschke. Toute représentation se décompose en
somme directe finie de représentations irréductibles :

pG, V, ρq “
à
iPI

pG, Vi, ρiq, pG, Vi, ρiq P IrrG

[Conséquence de l’existence d’un produit hermitien ρ-invariant.]
– Orthogonalité des coefficients. Soient pG, V, ρq, pG, V, ρ1q deux représentations
irréductibles.
– Si pG, V, ρq, pG, V, ρ1q ne sont pas équivalentes, alors pour tous i, j, i1, j1

les coefficients g ÞÑ ρijpgq et g ÞÑ ρ1
ij1pgq sont orhogonaux :

xρij , ρ1
i1j1y “ 0.

– Si pG, V, ρq, pG, V, ρ1q sont équivalentes

xρij , ρ1
i1j1y “ 1

| dimV |δi,i1δj,j1

– Orthogonalité des caractères. Soient pG, V, ρq, pG, V, ρ1q deux représentations
irréductibles et χ “ trρ, χ1 “ trρ1 leurs caractères.
– Si pG, V, ρq et pG, V, ρ1q ne sont pas équivalentes

xχ, χ1y “ 0.
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– Si pG, V, ρq et pG, V, ρ1q sont équivalentes

xχ, χ1y “ 1.

– Théorème de Frobenius. Les caractères irréductibles (i.e. les ca-
ractères des représentations irréductibles) d’un groupe forment une
base orthonormale de l’espace CpGq des fonctions centrales.

– Caractérisation des représentations par les caractères. Deux
représentations sont équivalentes si et seulement si leurs caractères sont
égaux.

– Caractérisation des représentations irréductibles. Une représentation
est irréductible si et seulement si son caractère χ vérifie xχ, χy “ 1.

– On peut donc indexer les classes d’équivalence des représentations irréductibles
par les caractères irréductibles X Irr

G .
– Nombre de caractères irréductibles. Le nombre de caractères
irréductibles est égal au nombre de classes de conjugaison de G :

|X Irr
G | “ cardttghg´1, g P Gu, h P Gu.

En particulier si G est abélien, il est égal à |G|.
– Multiplicité. Notons IrrpGq l’ensemble des représentations irréductibles
de G.
– Soient pG, V, ρq est une représentation deG de caractère ϕ et pG, V, ρq “À

iPIpG, Vi, ρiq une décomposition en somme directe de représentations
irréductibles (pG, Vi, ρiq P IrrpGq de caractère ϕi). Alors, si pG,W, θq P
IrrpGq est une représentation irréductible de caractère ϕ, le nombre
de i pour lesquels pG, Vi, ρiq est équivalent à pG,W, θq égale xχi, ϕy
(qui est donc un entier).

– Représentation canonique (ou isotypique). Il existe une décomposition
unique en somme directe de représentations

pG, V, ρq “
à

χPX Irr
G

IsoGpχq

où chaque IsoGpχq est soit nul soit la somme de mpχq :“ xtrpρq, χy P
N˚ représentations irréductibles de caractère χ.

– Décomposition de la représentation régulière. La décomposition
régulière contient toutes les représentations irréductibles avec pour cha-
cune une multiplicité égale sa dimension :

RegG “
à

QPĆIrrG

pdimQq Q.
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En particulier
χRegG “

ÿ

QPĆIrrG

pdimQq χQ

et
|G| “

ÿ

QPĂIrrG

pdimQq2.

– Propriétés d’intégralité. La dimension d’une représentation irréductible
divise l’ordre du groupe.

– Théorème de réciprocité de Frobenius. Si pH, V1, ρ1q et pG, V2, ρ2q
sont deux représentations on a

xIndG
Hpρ1q, ρ2yG “ xρ1,ResHG pρ2qyH .

– Le cas des groupes abéliens : dual et Fourier. Si A est un groupe
abélien ses dimensions irréductibles sont de dimension 1. L’ensemble des
caractères (forcément irréductibles) de A forment un groupe abélien (la
loi est le produit des caractères) qu’on appelle le groupe dual Â “ X Irr

A

de A. Toute fonction sur A est centrale s’écrit comme combinaison
linéaire d’éléments de Â et on a l’inversion de Fourier (orthogonalité
des caractères)

CpAq Q f “
ÿ

χPÂ

f̂pχqχ où f̂pχq “ xf, χy “ 1

|A|
ÿ

aPA

fpaqχpaq.

On a l’égalité l2 :
xf, fy “

ÿ

χPÂ

xχ, χy

Exercice 62 1) Démontrer qu’un sous-groupe fini de pC˚,ˆq est en fait un
sous-groupe du cercle unité U “ tz P C, |z| “ 1u (muni de la multiplication).

2) Démontrer qu’un sous-groupe fini de U est cyclique (de la forme te2πik{n, k “
0, . . . , n´1u). [On pourra s’inspirer de la démonstration du théorème de clas-
sification des sous-groupes fermés de R. ]

3) Soit G un groupe fini abélien. Montrer que G est isomorphe à un sous-
groupe abélien fini G1 du sous-groupe Σn Ă GLpn,Cq constitué des matrices
de permutations Mσ, σ P Sn, où n “ |G|.
4) Montrer que G1 est conjugué dans GLpn,Cq à un sous-groupe de matrices
diagonales de la forme tdiagpλ1pgq, . . . , λnpgqq, g P Gu où les G Q g ÞÑ λipgq P
U sont des morphismes de groupes, càd des caractères de G
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5) En utilisant la question 4), la question 2) et le fait que les caractères de
G forment une base des fonctions sur G démontrer que tout groupe abélien
est produit de groupes cycliques.

Exercice 63 1) Déterminer les caractères du groupe Z{nZ.
2) En déduire la formule

ř
d|n ϕpdq “ n.

Exercice 64 Un groupe G non trivial est simple si et seulement si pour
toute caractère irréductible distinct de 1 on

@ g ‰ e, χpgq ‰ χpeq.

Exercice 65 Soit G un groupe (abélien) à 8 éléments. Déterminer (suivant
les cas) ses caractères.

Exercice 66 Soit χ1 et χ2 deux caractères.

1) Démontrer que la fonction χ1χ2 est un caractère.

2) On suppose que χ1 et χ2 sont irréductibles, ‰ 1 et que χ1χ2 “ λ1χ1`λ2χ2,
λ1, λ2 P C. Démontrer que χ1χ2 n’est pas irréductible.

Exercice 67 On suppose que V est une représentation de dimension 1 et que
W est une représentation irréductible. Démontrer que V bW est irréductible.

Exercice 68 Tables de caractères. (Groupe S3).

1) Trouver des générateurs s, t de S3 tels que s2 “ 1, t3 “ 1, sts “ t´1.

2) Combien de classes de conjugaisons possède S3 ? Combien de caractères
irréductibles ?

3) Démontrer que la signature est un caractère.

4) Démontrer qu’il existe un caractère irréductible associé à une représentation
de dimension 2.

5) En utilisant la décomposition de la représentation régulière en sommes de
représentations irréductibles (et en prenant la trace) détérminer toutes les
représentations irréductibles de S3. (On fera un tableau).
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9 Anneaux

– Idéaux. Notions de base, produits d’anneaux, idéal d’un anneau com-
mutatif, quotient par un idéal, anneau intègre, idéal premier (l’anneau
quotient est intègre), idéal maximal (l’anneau quotient est un corps),
un anneau intègre fini est un corps.

– Théorème chinois. Soit A un anneaux commutatif et I1, . . . , In des
idéaux premiers entre eux deux à deux (Ii ` Ij “ A). Alors,
– I1 X ¨ ¨ ¨ X In “ I1 ¨ ¨ ¨ In.
– l’application x mod I1 X ¨ ¨ ¨ X In ÞÑ px mod I1, . . . , x mod Inq est
un isomorphisme

A{pI1 . . . Inq » pA{I1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pA{Inq.

– Divisibilité.
– Anneau factoriel ; si A est factoriel alors ArXs aussi.
– Anneau principal : théorème de Bezout.
– Pour les polynômes : critère d’Eisenstein, contenant de Gauss.

– Polynômes.
– Relations racines / coefficients.

pX ´ λ1q ¨ ¨ ¨ pX ´ λnq “ Xn ´ σ1X
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` p´1qnσn

σj est un polynôme symétrique en les pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnq de degré j. Ce
sont les fonctions symétriques élémentaires.

– Polynômes symétriques. Si P pX1, . . . , Xnq est un polynôme dans
ArX1, . . . , Xns on définit pour ρ P Sn, P

ρpX1, . . . , Xnq “ P pXρp1q, . . . , Xρpnqq.
On dit que P est symétrique si pour tout ρ P Sn on a P ρ “ P .
On a alors le théorème important : tout polynôme symétrique P à
coefficients dans A s’écrit comme polynôme à coefficients dans A des
polynômes symétriques élémentaires : il existe Q P ArX1, . . . , Xns tel
que

P pX1, . . . , Xnq “ Qpσ1pX1, . . . , Xnq, . . . , σnpX1, . . . , Xnqq.

– Applications :
– Discriminant : teste si les racines d’un polynôme sont simples. Si
P “ Xn ` a1X ` ¨ ¨ ¨ ` an et λ1, . . . , λn sont ses racines comptées
avec multiplicités on a

ź

1ďi,jďn

pλi ´ λjq “ Dpa1, . . . , anq

où D P ZrX1, . . . , Xns est à coefficients entiers en les a1, . . . , an.
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– Résultant : teste si deux polynômes ont des racines en commun.
Si P “ Xn ` a1X

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an a pour racines λ1, . . . , λn et Q “
Xm ` b1X

m´1 ` ¨ ¨ ¨ ` bm a pour racines µ1, . . . , µm on a

ź

1ďiďn,1ďjďm

pλi ´ µjq “ Rn,mpa1, . . . , an, b1, . . . , bmq

oùRn,m P ZrX1, . . . , Xn`ms est à coefficients entiers en les a1, . . . , an,
b1, . . . , bm.

– Sommes de Newton. La somme Nk “ řn
j“1 λ

k
j des puissances k-

ièmes d’un polynôme P pXq “ Xn ` a1X
n´1 ` an est un polynôme

en ses coefficients.
– Décomposition en éléments simples.

Exercice 69 Soient a1, . . . , ad des entiers positifs premiers entre-eux deux à
deux. On note pn le nombre de façons d’écrire n comme somme n “ řd

i“1 niai.

1) Démontrer que

1

1 ´ Xa1
¨ ¨ ¨ 1

1 ´ Xad
“

8ÿ

k“0

pkX
k.

2) Décomposer le membre de gauche de l’identité précédente en éléments
simples et démontrer qu’il existe N tel que pour tout k ě N , pk ‰ 0.

Module sur un anneau principal
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10 Corps

10.1 Caractéristique d’un corps

– Caractéristique. L’ensemble des n P Z pour lesquels n ¨ 1 “ 0 est un
idéal de Z de la forme pZ, avec p “ 0 ou p un nombre premier. On dit
que p est la caractéristique du corps.

– Si la caractéristique d’un corps est nulle alors son plus petit sous-corps
(pour l’inclusion) est isomorphe à pQ,`,ˆq.

– Si la caractéristique d’un corps est p non nul alors son plus petit sous-
corps (pour l’inclusion) est isomorphe à pZ{pZ,`,ˆq (qu’on note Fpq.

10.2 Extensions de corps

– Extension de corps. Si K Ă L est un sous corps de L on dit que L
est une extension de K. On note en général L{K. Dans ce cas L est
un K-espace vectoriel. Sa dimension se note rL : Ks et est appelée le
degré de l’extension.

– Théorème de la base télescopique. Si L{K est une extension de K
et M{L une extension de L alors M{K est une extension de K et

rM : Ks “ rM : Ls ˆ rL : Ks.

– Constructions d’extensions.
– Si L{K est une extension de corps et S est une partie d’éléments de
L on peut construire KpSq, le plus petit corps contenant K et S.
Si par exemple α P L :
– Soit il existe un polynôme µ P KrXs tel que µpαq “ 0 et on a
Kpαq “ Krαs “ tP pαq, P P KpXqu “ tP pαq, P P KrXsu ; le
corps Kpαq est alors isomorphe à KrXs{pµαq où µα est le po-
lynôme minimal de α (le polynôme unitaire de plus petit degré
à coefficients dans K qui annule α). On a

rKpαq : Ks “ deg µα.

On dit que α est algébrique sur K.
– soit ce n’est pas le cas et Kpαq est isomorphe à KpXq (le corps
des fractions rationnelles sur K). On dit que α est transcendant
sur K.

– Une extension L{K est algébrique si tout élément de L est algébrique
sur K.

66



– Si K est un corps et P P KrXs est un polynôme, on peut construire
le corps de décomposition de P dans K qui est le plus petit
corps contenant toutes les racines de P , c’est-à-dire sur lequel P
est scindé (i.e. produit de monômes de degré 1). Ce corps existe
toujours. Pour le construire on produit des extensions successives
de corps de rupture : si P est un polynôme irréductible sur K,
l’idéal pP q Ă KrXs est premier et KrXs{pP q est un corps dans lequel
X ` pP q est une racine de P .
Exemple : C » RrXs{pX2 ` 1q.

– Clôture algébrique. Tout corps admet une clôture algébrique, càd
une extension dans laquelle tout polynôme admet une racine (est
scindé). Deux clôtures algébriques d’un corps sont isomorphes (mais
l’isomorphisme n’est pas unique).
C est algébriquement clos.

– Une extension L{K est séparable si elle est algébrique et le polynôme
minimal sur K de tout élément de L n’admet que des racines simples.
Si K est de caractéristique nulle ou est un corps fini il est parfait,
càd que toute extension de K est séparable.

– Théoréme de l’élément primitif. Toute extension séparable est
simple, càd engendré par un seul élément. En particulier, si L{K est
une extension d’un corps de caractéristique nulle ou d’un corps fini, il
existe α P L tel que L “ Krαs.

10.3 Théorie de Galois

– Extension galoisienne.
– Un automorphisme de L{K est un automorphisme de corps L Ñ L

qui vaut l’identité sur K. L’ensemble GalpL{Kq de ces automor-
phismes est le groupe de Galois. Si P P KrXs, α P L et σ P
GalpL{Kq on a P pαq “ 0 ùñ P pσpαqq “ 0. En particulier, si
l’extension est séparable on a toujours

|GalpL{Kq| ď rL : Ks;

(pour le voir considérer α un élément primitif de L{K, L “ Krαs).
– On dit que l’extension L{K est normale si pour tout élément α P
L, l’ensemble tσpαq, σ P GalpL{Kqu est l’ensemble des racines du
polynôme minimal de α (et pas seulement une partie).

– Une extension L{K est dite galoisienne si elle est normale et séparable.
– L’extension L{K est galoisienne si et seulement si

|GalpL{Kq| “ rL : Ks.
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– Théorie de Galois. Correspondance entre corps intermédiaire d’une
extension et sous-groupe du groupe de Galois. Soit L{K une extension
galoisienne. A tout sous-groupeH de GalpL{Kq on associe le sous-corps

LH “ tx P L, @ σ P H, σpxq “ xu, K Ă LH Ă L.

L’ensemble LH est un corps intermédiaire K Ă LH Ă L.

1. L’application qui à H associe LH est une bijection de l’ensemble
des sous-groupes de GalpL{Kq sur l’ensemble des corps in-
termédiaires entre K et L.

2. L{LH est galoisienne et GalpL{LHq “ H .

3. LH{K est galoisienne si et seulement si H Ÿ GalpL{Kq. Dans ce
cas

GalpLH{Kq “ GalpL{Kq{H.

10.4 Corps finis

– Le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique.
– Si un corps K est fini, il est de caractéristique p non-nulle (p nombre
premier). Si on note n “ rK : Fps, K est de cardinal q “ pn.

– Frobenius. Si K est un corps fini, on a pour tout x, y P K, l’identité
px ` yqp “ xp ` yp (car p divise les coefficients binomiaux

`
p

k

˘
pour

k ‰ 0, p). En particulier,
ϕp : x ÞÑ xp

est un endomorphisme de corps bijectif 1 qui fixe Fp. On a donc ϕp P
GalpK{Fpq. On l’appelle l’automorphisme de Frobenius.

– Structure des corps finis. Il existe un corps de cardinal q “ pn,
unique à isomorphisme près, qui est le corps de décomposition du po-
lynôme Xq ´ X .

– Structure des extensions de corps finis. Les extensions de corps
finis sont galoisiennes et leur groupe de Galois est cyclique :

GalpFpn : Fpq “ tϕj
p, 0 ď j ď n´ 1u » pZ{nZ,`q.

Les corps intermédiaires entre Fp et Fpn sont donc de la forme Fpd

avec d|n (ils sont en correspondance bijective avec les sous-groupes de
Z{nZ).

1. Il est injectif car si xp “ yp on a px ´ yqp “ 0 et donc x “ y. Comme K est fini, il

est bijectif.
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Exercice 70 Construire un corps de rupture de P pXq “ X3 ´ 2 P QrXs.
Donner un corps de décomposition L de P ? Quel est le degré de l’extension
L{Q ?
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11 Probabilités

11.1 Espace probabilisé

– Espace probabilisé. C’est la donnée pΩ,B,Pq d’un ensemble Ω, l’es-
pace des états (ou univers), d’une tribu B (l’espace des événements) et
d’une probabilité P : B Ñ r0, 1s (fonction σ-additive d’ensemble).

– On n’a en général jamais accès à Ω.
– Le fait que B soit invariant par intersection, union, complémentaire,
permet de former des phrases avec des “et”, “ou”, “non” (de façon
dénombrable) et souvent de coder les quantificateurs “il existe” et
“pour tout”. Par exemple, l’ensemble défini par “la suite de variables
aléatoires Xn converge vers l” signifie “pour tout q P N˚ il existe N P N

tel que pour tout n ě N Xn Psl ´ 1{q, l ` 1{qr” ce qui s’écrit

č

qPN˚

ď

NPN

č

něN

"
ω P Ω, Xnpωq Psl ´ 1{q, l ` 1{qr

*
.

11.2 Variable aléatoire

– Variable aléatoire. C’est une application X : Ω Ñ R qui est B-
mesurable (la préimage de tout ouvert est un événement de la tribu
B).

– Vecteur aléatoire. C’est une application B-mesurable X : Ω Ñ Rn,
ω ÞÑ pX1pωq, . . . , Xnpωqq. Le vecteurX est aléatoire ssi ses composantes
Xi le sont.

– Loi d’une v.a. C’est la probabilité µX définie sur pR, BorpRqq (où
BorpRq est la tribu borélienne de R, càd la tribu engendré par les
ouverts de R) par :

@ I P BorpRq pou @ I intervalleq µXpIq “ Pptω P Ω, Xpωq P Iu.

On note souvent tX P Iu l’événement

tX P Iu :“ X´1pIq “ tω P Ω, Xpωq P Iu.

L’intérêt de considérer ces lois, c’est que l’on a affaire à des probabilités
définies sur un espace beaucoup plus concret que l’espace Ω.
Si la mesure µX (la loi de X) est absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue, ce qui est équivalent au fait qu’il existe une
fonction positive ρ : R Ñ R telle que

ş
R
ρpxqdx “ 1 telle que dµpxq “

ρpxqdx, on dit que X admet une densité (ρ en l’occurrence).
On définit de la même manière la loi d’un vecteur aléatoire.
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– Fonction de répartition. Si X est une v.a. à valeurs réelles c’est la
fonction FX : R Ñ r0, 1s

FXptq “ µXps ´ 8, tsq “ PpX ď tq.

Ce sont des fonctions càdlàg (continues à droite qui admettent des
limites à gauche).

11.3 Indépendance

– Indépendance. Un ensemble de variables aléatoires pXiqiPI est dit
indépendant dans son ensemble si pour tout sous-ensemble fini
ti1, . . . , inu Ă I et tous boréliens ou intevalles U1, . . . , Un de R on a

PptXi1 P U1u X . . .X tXin P Unuq “ PptXi1 P U1uq ¨ ¨ ¨PptXin P Unuq.

On utilise souvent le résultat d’indépendance par paquets : si les
ensembles Iα, α P A forment une partition de I et si pXiqiPI est
indépendant dans son ensemble, les variables aléatoires pYαqαPA de la
forme Yα “ FαpXi, i P Iαq sont indépendantes dans leur ensemble.

– Produits de v.a. indépendantes. Les v.a.X1, . . . , Xn sont indépendantes
dans leur ensemble si et seulement si pour toutes fonctions continues
bornées f1, . . . , fn : R Ñ R

Epf1pX1q . . . fnpXnqq “ Epf1pX1qq ¨ ¨ ¨EpfnpXnqq.

– Jeu de pile ou face infini. On pose Ω “ t0, 1uN et B la tribu en-
gendrée par les cylindres càd les ensembles de la forme

Cǫ0,...,ǫk “ tpxnqnPN P Ω, @ n P r0, ks X N, xn “ ǫnu.

Il existe alors (ce n’est pas si facile à démontrer) une unique mesure
de probabilité P sur B qui a la propriété que pour tout cylindre Cǫ0,...,ǫk

PpCǫ0,...,ǫkq “ p
řk

j“0
ǫjp1 ´ pq

řk
j“0

p1´ǫjq.

Les fonctions Xn : ω “ pωnqnPN ÞÑ ωn sont des v.a. indépendantes dans
leur ensemble. Elles ont toutes la même loi de Bernoulli de paramètre
p P r0, 1s : PpXn “ 1q “ p.

– Borel-Cantelli.
– Si pAqnPN est une suite d’événements telle que

ÿ

nPN

PpAnq ă 8,

alors, P-presque tout ω P Ω appartient à un nombre fini de An.
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– Si les pAnqnPN sont indépendants (càd les 1An
le sont) et

ÿ

nPN

PpAnq “ 8,

alors, P-presque tout ω P Ω appartient à une infinité de An.

11.4 Lois classiques

– Lois classiques. Bernoulli, Binomiale (somme de Bernoulli i.i.d.), Ex-
ponentielle, Géométrique, Poisson, Normale.
La loi Normale N p0, σ2q (centrée) :

PpX P ra, bsq “ 1?
2πσ2

ż b

a

expp´t2{p2σ2qqdt.

11.5 Espérance

– v.a. dans Lp On dit que X P LppΩ,Pq si

Ep|X|pq :“
ż

Ω

|X|pdPpωq ă 8.

Si p “ 1 on peut définir l’espérance de X

EpXq :“
ż

Ω

XdPpωq ă 8

et si p “ 2 la variance de X

VarpXq “ Ep|X ´ EpXq|2q “ EpX2q ´ EpXq2.

L’écart type de X est σpXq :“ VarpXq1{2.
– Théorème de transfert Soit X une v.a. de loi µX . Toutes les fois où
cela a un sens

EpfpXqq “
ż

R

fpxqdµX .

11.6 Convergence

– Divers type de convergence. Si pXnqn est une suite de v.a.
– Convergence presque-sûre (p.s) : pXnqn converge p.s. vers X si

Pp lim
nÑ8

Xn “ Xq “ 1.
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– Convergence en probabilité :

@ ǫ ą 0, lim
nÑ8

Pp|Xn ´ X| ě ǫq “ 0.

– Convergence Lp :
Ep|Xn ´ X|pq “ 0.

– Convergence en loi.

@ I intervalle lim
nÑ8

PpXn P Iq “ PpX P Iq.

Connâıtre les implications reliant ces propriétés.
– Fonction caractéristique. C’est la fonction (toujours définie)

@ t P R, φXptq “ EpexppitXqq.

– Elle caractérise la loi de X : si pour tout t P R, φXptq “ φY ptq alors
les v.a. X et Y ont même loi.

– Une suite de v.a. pXnqnPN converge en loi vers X si et seulement si

@ t P R, φXn
ptq “ φXptq.

– Une suite de v.a pXnqnPN est indépendante dans son ensemble si et
seulement si pour tout t1, . . . , tn P R

φpX1,...,Xnqpt1, . . . , tnq “ φX1
pt1q ¨ ¨ ¨φXn

ptnq.

– Si X et Y sont deux v.a. indépendantes

φX`Y “ φX ˆ φY .

– Si X suit une loi normale N p0, σ2q

φXptq “ e´t2σ2{2.

– Quand X prend ses valeurs dans N

φXptq “
ÿ

nPN

PpX “ nqeitn “ GXpeitq

où G est la fonction génératrice de X , Gpzq “ ř
nPN PpX “ nqzn.
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11.7 Les théorèmes limites

– Loi des grands nombres. Si les pXnqnPN forment une suite de v.a.
indépendantes identiquement distribuées (on écrit i.i.d.) dans L1 alors

1

n

nÿ

k“1

Xk
p.s.ÝÑ

nÑ8
EpX1q.

– Théorème “Central Limit”. Si les pXnqnPN forment une suite de v.a.
indépendantes identiquement distribuées (on écrit i.i.d.) dans L2 alors

?
n

ˆ
1

n

nÿ

k“1

Xk ´ EpX1q
˙

loiÝÑ
nÑ8

N p0, σ2q, σ2 “ VarpX1q.

Exercice 71 Soit pΦnqně1 une suite de v.a. indépendantes à valeurs dans
tk{q, 0 ď k ď q ´ 1u (où q ě 3 est un entier) uniformément répartie.
On considère la suite de v.a. pTnqně0 définie par T0 “ 0 et pour n ě 0,
Tn`1 “ Tn ` τ ` sinp2πpTn ´ Φnqq.
1) Calculer EpTnq.
2) Démontrer qu’il existe λ P R tel que pour tout ǫ ą 0, limnÑ8 Pp|Tn

n
´λ| ě

ǫq “ 0.
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